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 یاضیمقدمه ر

خواهد  دیمف اهچالهیس ترمودیمامیکچهار قانون  به دست آوردن یکه برا یاساسمفهوم  نیچند یابتدا با معرف ما

 فولدیمان کی M کرد ، که میخواهکار   (M, g)یمانیشبه ر فولدیمنعام از همانند نسبیت  .میکن ی، شروع مودب

,1−) متقارن کیتانسور متر نشان دهنده  g است و یعدچهار ب 1, 1,  𝑣𝜖𝑀بردار . مشتق هم وردای (1

 :است با برابر

(1.1) 𝜈   ;𝜇
𝜆 = 𝜈    ,𝜇

𝜆 + 𝛤   𝜇𝜈
𝜆 𝜈𝜈 

 
 

,0}ئی است. حروف یونانی نشان دهنده ی مجموعه ی که کاما در آن نشان دهنده ی مشتق جز 1, 2, است و   {3

𝜈𝜇𝜈𝜇نمادگذاری انیشتین ما از  = ∑  𝜈𝜇𝜈𝜇
3

𝜇=0
توسط نماد کریستوفل به صورت زیر توضیح  استفاده میکنیم که  

 داده میشود:

(1.2) 
𝛤    𝜇𝜈

𝜆 =
1

2
𝑔𝜅𝜆(𝑔𝜅𝜇,𝜈 + 𝑔𝜈𝜅,𝜇 − 𝑔𝜇𝜈,𝜅)  

  

𝑅𝜈𝜅𝜆تانسور ریمان 
𝜇 تانسور ریچی ،𝑅𝜇𝜈  و انحنای اسکالرR :را به صورت زیر تعریف میکنیم 

 
(1.3) 𝑅  𝜈𝜅𝜆

𝜇
𝜈𝜇 = 𝜈𝜈;𝜅𝜆 − 𝜈𝜈;𝜆𝜅  

(1.4) 𝑅   𝜈𝜅𝜆
𝜇

= 𝛤𝜈𝜆,𝜅
𝜇

− 𝛤   𝜈𝜅,𝜆
𝜇

+ 𝛤   𝜅𝜎
𝜇

𝛤𝜈𝜆
𝜎 − 𝛤   𝜆𝜎

𝜇
𝛤𝜈𝜅

𝜎   
(1.5) 𝑅   𝜈𝜇𝜆

𝜇
= 𝑅𝜇𝜈  

(1.6) 𝑅   𝜇
𝜇

= 𝑅  

 

      

 

 

 
 
 
 
 

 



 کیلینگ برداریمیدان  1.1.1

 یزومتریهر ا یهستند. برا لینگیک یکرد بردارها میکه ما با آنها کار خواه یاضیر ابزار نیاز مهمتر یکی

 ینم رییتغ یمحل کیکه در طول آنها متر میکن فیرا تعر ییمدارها میتوان ی، ما مدهد یزمان نشان م-فضا کیکه 

 کیمربوط به  یشوند و تمام بردارها یم تهشناخ یلینگک یمدارها به عنوان بردارها نیا یمماس یکند. بردارها

 یاست اگر و فقط در صورت یزومتریا کی سمیفرمورفیدهند. د یم لیرا تشک ینگیلک یبردار دانیم کی یزومتریا

 یمعادله برا کی ماًیمستق میتوان یم قیطر نیدر همه جا در فضا زمان برابر با صفر باشد. از ا لی آنکه مشتق 

 :میآدامسون بدست آورکیلینگ به نام معادله  𝜉𝜇کیلینگ بردار 

(1.7) ℒ𝜉𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈;𝜅𝜉𝜅 + 𝑔𝜅𝜈𝜉𝜈
 ;𝑘 = 0 

(1.8) 𝜉   ;𝜈
𝜇

= −𝜉   ;𝜇
𝜈  

 

 میآورمی بدست  گریمهم د معادله یممکن است دو  مانیتانسور ر فیو تعر 1.8استفاده از معادله  با

(1.9) 
𝜉𝜈;[𝜅,𝜆] =

1

2
(𝜉𝜈;𝜅𝜆 − 𝜉𝜈;𝜆𝜅) =

1

2
𝑅𝜈𝜅𝜆

𝜇
𝜉𝜇 

(1.10) 𝜉       𝜈
𝜇;𝜈

= −𝜉       𝜈
𝜈;𝜇

= 𝜉     ;𝜈
𝜈       𝜇

− 𝜉       𝜈
𝜈;𝜇

= −𝑅𝜅   𝜈
  𝜈  𝜇  

𝜉𝜅 = 𝑅𝜅
  𝜇  

𝜉𝜅 = 𝑅   𝜅
𝜇  

𝜉𝜅 
 

-مان کرز-فضا مثال آن کیکرد.  میکار خواه و تخت یمتقارن محور ساکنزمان -فضا کیعمدتاً در  ما

را  یاز انرژ یهر شکل میتوان یم نیباردار است. ما همچن له ی در حال چرخشاهچایس کیاست که شامل  منوبن

-هر فضا ینکند. برا رییباشد و در زمان تغ یمتقارن محور نآ عیکه توز یبه شرط میاضافه کن اهچالهیخارج از س

𝜉𝜇𝜉𝜇و  زمانگونه تینها یب یکیدارد که در نزد وجود  𝜉𝜇 یلینگک منحصر به فردبردار  دانیم کیزمان  = −1 .

𝜉𝜇که   𝜉𝜇̃ منحصر به فرد یچرخش کیلینگ دانیم کی،  نیعلاوه بر ا  ̃𝜉𝜇  ̃ =  یخط بیوجود دارد. هرگونه ترک 1

 یا هیا سرعت زاوب منیون -کر اهچالهیس کی یاست. برا یلینگبردار ک کی، ثابت بیبا ضرا یلینگک یاز بردارها

𝛺𝐻 [1]   بردار دانیم کی، دادیدر افق رو 

(1.11) 𝑙𝑢 = 𝜉𝜇 + 𝛺𝐻𝜉𝜇  ̃ 
 

 

 [1]  یسک صفر افق، هم یک بردار کیلینگ است.مولد ژئودمماس بر 

 

 



 تانسوری انرژی ممنتوم و معادلات انیشتین 1.1.2

 میدانمیمحاسبات خود که بیشتر به درد  عادله ای رام نجایدارند. در ا یعام نقش اساس تیدر نسب نیشتیان تمعادلا

 ی، اعمال م مممنتو-ی، تنسور انرژرا در سمت راست آنها یضرور یها تیاز محدود یو برخبه دست می آوریم 

صفر  یشناس هانیبا ثابت ک نینشتیا ادلاتع، از ممیعلاقه ندار یشناس هانیک یها اسی. از آنجا که ما به مقمیکن

 :میکن یاستفاده م

(1.12) 
𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑅𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝑇𝜇𝜈 

 

 

به  T ممنتوم-یتانسور انرژ تریس یکه حاو میکن یسیبازنو یآن را به شکل میتوان یمادله فتن از معتریس گر با

 :ستا R یدگیخم یجا

(1.13) 
𝑅𝜈

𝜈 −
1

2
𝑅𝑔𝜈

𝜈
= 8𝜋𝑇𝜈

𝜈 

(1.14) 𝑅 = −8𝜋𝑇 

 

 به دست می آوریم: 1.13 با جایگزین کردن آن در معادله ی

(1.15) 
𝑅𝜇𝜈 = 8𝜋(𝑇𝜇𝜈 −

1

2
𝑇𝑔𝜇𝜈)  

 

 نینشتیمعادله ا جوابدهد هر  یم نشانکه باید در شرایطی صدق کند اغلب  یحرکت موج انرژ تانسور

هر  یکند برا یم انیکه ب میکن یغالب را فرض م یانرژ طیاست. ما شرا یعقول خاصم یکیزیخواص ف یدارا

𝑇𝜇𝜈𝜈𝜇𝜈𝜈  داریم 𝜔𝜇 گونهزمان ای صفرو هر بردار   𝜈𝜇 ن گونه یبردار زما دانیم ≥  ریبردار غ کی𝑇𝜇𝜈𝜔𝜈 و 0

 یمنفغیر دیبا نیکرد که بنابرا ریتفس یمحل یانرژ یان به عنوان چگالتو یرا م 𝑇𝜇𝜈𝜈𝜇𝜈𝜈  عبارتاست  گونهفضا

 میتوجه داشته باش دیشود. اجازه ده یاز نور م عتریسرحرکت  یبرا یمانع از مشاهده انرژ𝑇𝜇𝜈𝜔𝜈   قیدهایباشد. 

𝐴 یبردار ته یبرا ژهیالزام به و نیکه ا = 𝜋𝑟2 جود دارد، و میکرد فیهمانطور که قبلاً تعر. 

 

 

 



 متریک ها 1.1.3

 

(1.16) 
𝑑𝑠

2 = (−
𝛥𝛴

𝐴
+

𝐴

𝛴
𝑤2 𝑠𝑖𝑛2 0) 𝑑𝑡2 ± 2

𝐴

𝛴
𝜔 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝑡 𝑑𝜑 

+
𝐴

𝛴
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜑2 +

𝛴

𝛥
𝑑𝑟2 + 𝛴 𝑑𝜃2 

 

 
 
 
 

 
(1.17) 𝛥 = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 + 𝑄2 

 
(1.18) 𝛴 = 𝑟2 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 

 
(1.19) 𝑑 = (𝑟2 + 𝑎2)2 − 𝛥𝑎2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 

 
(1.20) 

𝜔 = 𝑎
2𝑀𝑟 − 𝑄2

𝐴
 

 
(1.21) 

𝑎 =
𝐽

𝑀
 

 

M موجود در فضا زمان است یکیزیفکل جرم  در اصل ،Q و  یکیکل بار الکترJ است.  یا هیمجموع حرکت زاو

𝜉𝜇و  𝜉𝜇 کیلینگ یبردارها رایما مناسب است ز یمختصات برا نیا بردار واحد   به صورت دو بیدر آنها به ترت ̃ 

مختصات ، r ادیز اریبس ریمقاد یکه برا افتیتوان در یم ی. به راحتمیشود انیب (1 ، 0 ، 0 ، 0)و  (0 ، 0 ، 0 ، 1)

 فیرا توص یارن کروزمان متق -زده شده است که خلا فضا بیتقر لدیبا مختصات شوارتز یبه خوب ستیندکیل-ریبو

 کند: یم

(1.22) 
𝑑𝑠2 = − (1 −

2𝑀

𝑟
) 𝑑𝑡2 +

1

1 −
2𝑀

𝑟

𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑟2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜑2

= − (1 −
2𝑀

𝑟
) 𝑑𝑡2 +

1

1 −
2𝑀

𝑟

𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑𝛺2 

 

 

 



 قانون دوم ترمودینامیک 1.2

فرض  نیا یکیبود.  فرض اصلیدو اساس بر  اهچالهیس یدرباره مفهوم آنتروپ نیبکنشتا هیاول شنهادیپ

ها باشد. مورد دوم  اهچالهیاگر شامل س ی، حتکل جهان معتبر باشد یبرا دیبا کینامیاست که قانون دوم ترمود

، منطقه افق لدیشوارتز اهچالهیس کی یاست. برا اهچالهیدر هنگام جذب ماده توسط س دادیافق رو هیناح شیافزا

𝐴  با جرم متناسب𝑀  ، یعنیآن است 𝐴 =  16𝜋𝑀2. تر است.  دهیچیپ تیها وضع اهچالهیس گریدر مورد انواع د

 یکه در داخل آن سقوط م 𝑚از جرم  ی، ذره اچاله کر اهیمساحت افق س ، به عنوان مثالکاهش ی، براحال نیبا ا

𝐽 یا هیزاوشتاب  یدارا دی، باکند >  𝑚2 .اهچالهیس یا هیحرکت زاواندازه  راستای درد آن بای یری)جهت گ باشد 

 (. باشد

 یرا اثبات کرده بود مبن یکل هیقض کی نگی، هاوکسدیمقاله خود را بنو نیبکنشتا نکهیدو سال قبل از ا

آن هرگز  دادی، مساحت افق روشده است فیعام توص تیکه به طور کامل با نسب اهچالهیس کی یبرا نکهیبر ا

 این مسئله را به دست خواهیم آورد. ارائه شده توسط آدامسون جهینت از ا استفادهب. ما ابدی یکاهش نم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مساحت شیافزا هیقض 3.2.1

و  𝜆 با پارامتر 𝜂 یته ژئودیسک کی. ما میکنمیمطالعه  رانشان داده شده است  𝜂را که با  تهی سطحابر کیرفتار 

 .میکن یم را انتخاب 𝑘𝜇 یتهمماس بردار  دانیم

 :میکن یم فیرا تعرمولد  برای یک تقطه از 𝜃 بسط ما

(1.23) 𝜃 = 𝑘  ;𝜇
𝜇

 

 
 

ی که در راستای یکی از آنها حرکت مجاور که توسط ناظر کیدو ژئودز ییفضا ییتوان آن را به عنوان واگرا یم

 رییتغ نیهمچن 𝜃، استعمود  آن تهی کیژئودز مولد بر 𝜂کرد. از آنجا که بررسی  ،کندیم یریاندازه گ میکند

. میدار ازین گرید تیبه دو کم کیکامل تکامل ژئودز فیتوص یدهد. برا یرا م 𝜂 مساحتواحد  کیدر اندازه محلی 

 𝜆ه مقدار ب گرانیاز د شتریب رییتغ یها را برا کیاز ژئودز یبرخ لیاست که تما 𝜎𝜇𝜈 یتانسور برش کی ،مورد نیاول

 نیکند. ایم فیرا توص 𝜂 واحد مساحتاست که چرخش  𝜔𝜇𝜈 یچشیتنسور پ کی یومدهد. د ینشان م را

متقارن است و تنسور  یتنسور برش رای، زهستند دارای تریس صفر، هر دو اجسام جامد ، مانند تانسورها درنسورهاات

 [2] .دکر فیتوان با تانسور توص یها را م کیژئودز یتحول محل نیتر یمتقارن است. کل ریغ یچشیپ

(1.24) 
𝐵𝜇𝑣 =

1

2
𝜃ℎ𝜇𝑣 + 𝜎𝜇𝑣 + 𝜔𝜇𝑣 = 𝑘𝜇;𝑣  

 

ℎ𝜇𝑣که در آن  = 𝑔𝜇𝑣 + 𝑘𝜇𝑁𝑣 + 𝑁𝜇𝑘𝑣 تصویر متریک بر روی ابر صفحه ی ،𝜂 .است 𝑁𝜇  بردار تهی است که به

𝑘𝜇𝑁𝜇صورت  = 𝑔𝜇𝑣نرمالیزه میشود. ما این کمیت را معرفی کردیم چون  1− + 𝑘𝜇𝑘𝑣 درست ابرسطح تهی در 

𝑔𝜇𝑣)نمیکند چون  کار + 𝑘𝜇𝑘𝑣) 𝑘𝜇 = 𝑘𝑣 ≠ 0 . 

 تعریف کنیم، میتوانیم از معادله ی ژئودیسک استفاده کنیم:ژئودیسک را در راستای  𝐵𝜇𝑣ر بخواهیم رفتار گا

(1.25) 𝐵𝜇𝑣;𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝜇;𝑣𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝜇;𝑘𝑣𝑘𝑘 + 𝑅   𝜇𝑣𝑘
𝜆 𝑘𝜆𝑘𝑘

= (𝑘𝜇;𝑘𝑘𝑘)
;𝑣

− 𝑘𝜇;𝑘𝑘  ;𝑣
𝑘 + 𝑅   𝜇𝑣𝑘

𝜆 𝑘𝜆𝑘𝑘

= −𝐵𝜇𝑘𝐵  𝑣
𝑘 + 𝑅𝜇𝑣𝑘

𝜆 𝑘𝜆𝑘𝑘 

 

 

 

 



 1.24معادله ی استفاده از  استفاده کرده ایم. با 𝑘𝜇 در اینجا ما فقط از تعریف تانسور ریمانی و معادله ی ژئودیسک

 یم:آورمی برشی و پیچشی به دست ویژگی های تانسور  استفاده از و گرفتن از این معادله تریسو 

(1.26) 𝐵   𝜇;𝑘
𝜇

𝑘𝑘 = −𝐵𝜇;𝑘𝐵𝑘𝜇 + 𝑅      𝜇𝑘
𝜆𝜇

𝑘𝜆𝑘𝑘 

𝜃;𝑘𝑘𝑘 =
−1

2
𝜃2 − 𝜎𝜇𝑘𝜎𝑘𝜇 − 𝜔𝜇𝑘𝜔𝑘𝜇 − 𝑅𝜆𝑘𝑘𝜆𝑘𝑘 

𝑑𝜃

𝑑𝜆
= −

1

2
𝜃2 − 𝜎𝜇𝑣𝜎𝜇𝑣 + 𝜔𝜇𝑣𝜔𝜇𝑣 − 𝑅𝜇𝑣𝑘𝜇𝑘𝑣 

 

 

به  𝑘𝜇و نرمالیزاسیون  1.15شناخته میشود. با استفاده از معادله ی  Raychaudhuriاین معادله، به معادله ی 

 دست می آوریم:

(1.27) 
𝑅𝜇𝑣𝑘𝜇𝑘𝑣 = 8𝜋 (𝑇𝜇𝑣 𝑘𝜇𝑘𝑣 −

1

2
𝑇) 

 

 

است ،  ییفضا ،یباشد. از آنجا که تانسور برش یمنف دیبا 1.27 ، سمت راست معادلهقرار باشدبر یانرژ طیاگر شرا

باعث میشود در جود دارد که و 𝜔𝜇𝑣 یبرا یمعادله تکامل کی، نی. علاوه بر استین یمنف زین   𝜎𝜇𝑣𝜎𝜇𝑣عبارت

𝜔𝜇𝑣معادله ی  =  [2]  داریم: نی، بنابراصدق کند 0

 

(1.28) 𝑑𝜃

𝑑𝜆
≤ −

1

2
𝜃2 

∫
𝑑𝜃′

(𝜃′)2

𝜃

𝜃0

≤ − ∫
𝑑𝜆′

𝜆2

𝜆

0

 

1

𝜃(𝜆)
≥

1

𝜃0
+

𝜆

2
 

 

 

 

 

 

 



 

𝜃0اگر  ≥  زی، سمت چپ ننیبرابر صفر است. بنابرا کیاز ژئودز یدر نقطه ا 1.28 ، سمت راست معادله2

 یبه طور شهود یا جهینت نیشود. چن یمربوط م تینها یبساط ببرابر صفر باشد که به ان نقطه ای بایددر  دیبا

شناخته شده در تضاد است.  هچال اهیاز خواص س یتوان نشان داد که با برخ یرسد و م یبه نظر م یکیزیف ریغ

 دادیرا افق رو ηاست. از آنجا که ما ممکن است  یمنف η یسطح 𝜂پوچ  کیانبساط افق در امتداد هر مولد ژئودز

که مساحت  می، نشان داده ااست η مساحتاندازه عنصر  رییو انبساط مربوط به تغ میانتخاب کن اهچالهیس کی

 .ابدی یافق هرگز کاهش نم

 نیشده اند و بنابرا فیعام توص تیاست که کاملاً با نسب ییها اهچالهیمساحت محدود به س شیافزا هیقض

شود را محدود  یمرتبط م اهچالهیس یکروسکوپین ساختار مکه در آ ییندهایفرا یافق در ط هی، امکان کاهش ناح

 کند. ینم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 آنتروپی سیاه چاله 1.2.2

𝐴 یعنی، 𝑀𝑖𝑟آن  کاهشقابل  ریتوان بر حسب جرم غ یرا م اهچالهیس کی A دادیافق رو هیناح =

16𝜋𝑀𝑖𝑟
)مانند  یکیکلاس ندیفرا چیشود که با ه یم فیتعر یبه عنوان جرم کاهشقابل  ریکرد. جرم غ انیب 2

تواند کاهش  ینمتقلیل، قابل  ری، جرم غمساحت شیافزا هیقض لیشود. به دل یخارج نم اهچالهیپنروز( از س ندیفرا

 یدما و آنتروپ حاصل ضرب، برابر شود لیتواند به کار تبد یکه نمای  ی، انرژیکینامیترمود ستمیس کی ی. براابدی

شود.  لیتواند به کار تبد یدانست که نم اهچالهیس یاز کل انرژ یتوان بخش یم زیرا ن کاهشابل ق ریاست. جرم غ

 ریکاهش ناپذ یها در واقع کوچکتر از مجموع جرم ها اهچالهیس ستمیس کی کاهشقابل  ریغ، جرم نیعلاوه بر ا

، اگرچه نیرا کاهش دهند. بنابرا آنهاساطع کرده و جرم کل  یامواج گرانش ،توانند در هنگام ادغام یم رایآنها است ز

و  لیقابل تقل ریجرم غ نیاز رابطه ب نیآن است )ا کاهش رقابلیبرابر با جرم غ لدیشوارتز اهچالهیجرم کل س

توانند  یهمچنان م لدیشوارتز اهچالهی، اما دو سداستخراج کر یتوان از آن انرژ یمساحت افق آشکار است( و نم

 ستمی، با قرار دادن دو سهنگام ادغام آنها به طور مشابهساطع کنند.  اج گرانشیموبه فرم ا یخود انرژ از

از آنها استخراج  یشتریب توان کار ی، مدر تماس هستندو  یکه به طور جداگانه در تعادل حرارت یکینامیترمود

 یکینامیترمود مستیس کی یو آنتروپ اهچالهیس کیقابل کاهش  ریجرم غ نیاز شباهت ها ب ی، برخجهیکرد. در نت

 اسبینقطه شروع من ،قابل کاهش ریغ رمج یم،بساز یچاله عبارت اهیس یآنتروپ یبرا یمبخواهوجود دارد و اگر 

 [3] است. 

 ایدر منطقه افق آن ) شیدر حال افزا کنواختیعملکرد  کیرا به عنوان  اهچالهیس یآنتروپ میتوان یم ما

 ی، که آنتروپمربع شهیر ،کیهستند:  نیتر یاحتمالاً منطق نهی. دو گزمیکن فیقابل کاهش( تعر ری، جرم غمعادل آن

 هیمربع از ناح شهیر کی، حال نیدهد. با ا یم یتابع خط کیقابل کاهش و  ریاز جرم غ یتابع خط کیرا به عنوان 

مناطق افق  یمربع یها شهیکمتر از مجموع ر لدیشوارتز گرید اهچالهیاز ادغام دو س لدیچاله شوارتز اهیس کیافق 

 نیبکنشتا نی. بنابراابدی یکاهش م یندیفرا نیدر چن یمربع شهیر کیناسب با مت ی، آنتروپنیآنها است. بنابرا

 یاز واحدها ریباشد )در عبارات ز اهچالهیافق س مساحتبسازد که متناسب با  یآنتروپ یبرا یتا عبارت تگرف میتصم

 کرد(: میاستاندارد استفاده خواه

(1.29) 
𝑠 = 𝜂

𝑘𝐵𝑐3

𝐺ℏ
𝛼 

 

 

rationalized horizon area α)()یمنطقافق  هیناح αکه  =
A

4𝜋
𝑐3بعد است. عامل  یثابت ب 𝜂و )

𝐺
 لیفقط تبد 

دهد  یم نانیوجود آن اطم رایبه استاندارد است. ثابت پلانک عمدتا در فرمول گنجانده شد ز یهندس یواحدها

[𝑆] یعنی، حیصح یدر واحد یکه آنتروپ  =  𝐽. 𝐾−1 کرد که ثابت پلانک در واقع  بیان نیشتاشده است. بکن انیب



توان به عنوان  یرا م یکه آنتروپ تیواقع نیا جهی، در نتوجود دارد ستمهایاز س یاریبس یآنتروپ یدر فرمولها

 نیاو حدس زد که هم یعت کوانتومیدر نظر گرفت طب ستمیس کی یکروسکوپیم یاحتمال یشمارش حالتها

 یعیثابت پلانک کاملاً طب وجود داشتن نیصدق کند و بنابرا زین اهچالهیس یاستدلال ممکن است در مورد آنتروپ

با  مساخت شیافزا سهیسپس مقا و اهچالهیدر س یذره ا بررسی افتادنبا  یبیتوان به طور تقر یرا م η است. ثابت

برابر حداقل  یحالت نیدر چن dα مساحت شینشان داد که افزا نی. بکنشتااز دست رفته به دست آورد.از اطلاعات 

2bµ که  یی، جااستb  شعاع ذرات وμ آن است. شعاع مناسب  سکون جرمb هم  یمساو ایبه وضوح بزرگتر  دیبا

ℏطول موج کامپتون ذره 

µ
 [3]  باشد. 2µآن  یو شعاع گرانش 

𝛥𝛼𝑚𝑖𝑛این مسئله به ما حد پایین را میدهد 
= 2ℏ :که منجر میشود به 

(1.30) 
𝜂 =

𝑙𝑛2

2
 

 

 

 زیر تخمین میزند: آنتروپی سیاه چاله را به صورتبکنشتاین 

(1.31) 
𝑆 =

𝑘𝐵𝑐3 ln 2

8𝜋𝐺ℏ
𝐴 

 

 

 ریز صورتبه  اهچالهیس یآنتروپ یکرد. فرمول او برا نییتع نیثابت تناسب متفاوت از ثابت بکنشتا کی نگیهاوک

 :است

(1.32) 
𝑆 =

𝑘𝐵𝑐3

4𝐺ℏ
𝐴 

 

 

 یمتفاوت از دما فیتعار ،نیا لیاست. دل نیبکنشتا یلاز فرمول اص شتریده برابر ب باًیتقر یعامل عدد نجایدر ا

 یکینامیر ترمودوثم یکرد که در آن دما یکار م کیعام کلاس تیدر چارچوب نسب نیبکنشتا است. اهچالهیس

− از عبارت یبرابر با صفر بود. و اهچالهیس
ℎ𝑘

2𝜂 𝑘𝐵
 یم فیاست که بعداً تعر اهچالهیس یگرانش سطح k نجایر ا)د ) 

 نشان داد  ً نگیهاوک ،یکوانتوم یکیاستفاده کرد. با در نظر گرفتن اثر مکان اهچالهیس یبه عنوان آنالوگ دما (میکن

 در واقع اهچالهیس یکینامیترمود یکه دما
ℎ𝑘

2𝜋 𝑘𝐵
 [4] .است

بارات مختلف ، اما همانطور که عدندیرس یدما و آنتروپ یکسانمقدار  کیبه  نگیو هم هاوک نی، هم بکنشتا نیبنابرا

 .متفاوت است یآنتروپ یآنها برا ی، فرمول هاددما را در نظر گرفتن

 :ت بااس برابر⊙𝑀 دیبر حسب جرم خورش SI یدر واحدها M با جرم لدیشوارتز اهچالهیس یآنتروپ انیب



(1.33) 
𝑆 ≈ 1.45 × 1054 (

𝑀

𝑀⊙
)

2

𝐽. 𝐾−1 

 

 

.1035𝐽 بیبه ترت دیخورش یآنتروپ 𝐾−1 به  اهچالهیس کیدر واحد جرم  یسازد که آنتروپ یم یهیامر بد نیا

 .مراتب بزرگتر از ستارگان است

وجود  یادیز یها راه .شود یم فیآن توص یا هیزاو ، بار و حرکتبه طور کامل با جرم ومنیکر کر ن اهچالهیس

ستاره  کی یمثال با فروپاش ی، براکرد جادیا تیسه کم نیاز ا ینیمع ریبا مقاد یا اهچالهیتوان س یدارد که م

 کیکه  ی، اما هنگام...چاله و  اهی، برخورد دو سی، برخورد امواج گرانشیستاره نوترون کی ی، فروپاش یمعمول

 یاریتوان بعنوان مع یرا م اهچالهیس یشوند. آنتروپ یم صیتشخ رقابلیموارد غ نی، اشود یم جادیا اهچالهیس

 یبرا یکرد. ما در حال حاضر عبارت ریخاص آن تفس یداخل ساختاربه اطلاعات در مورد  یعدم دسترس یبرا

ماده را  اهچالهیکه س یو هنگام ابدی ینم، کاهش کیعام کلاس تیکه حداقل در نسب میچاله دار اهیس یآنتروپ

 تئوریاست. از آنجا که در  دادیماده در داخل افق رو ساختارمستقل از  نی. همچنابدی یم شی، افزاکند یجذب م

 دادیافق رومساحت محاسبه  یو استفاده از آنها برا سیاه چاله و بار یا هیحرکت زاواندازه ، جرم یریامکان اندازه گ

 میخواه یکرد. به زود نییتع یناظر خارج کیتوان حداقل در اصل توسط  یرا م اهچالهیس یتروپ، آنوجود دارد

  د.کن یم فایچاله ا اهیس کینامیقانون ترمود نیدر اول یکه آنتروپ دید

به  اهچالهیس رونیدر ب یسوق داد: آنتروپ کینامیترمود یقانون دوم عموم نوشتن را به نیاستدلال بکنشتا نیا

 [3] .ابدی یهرگز کاهش نم هاهچالیس یعلاوه آنتروپ

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 قانون اول  1.3

به علاوه  اهچالهیدر خارج س یسوق داد: آنتروپ کینامیترمود یقانون دوم عموم نیرا به تدو نیاستدلال بکنشتا نیا

اندازه ،  Mبا جرم  یا اهچالهیس نیچن α ساحتن مگرفتدرنظر ما با  .ابدی یهرگز کاهش نم اهچالهیس یآنتروپ

 :یم ببینیم کهمیتوان. میکن یشروع م Qو بار  J یا هیحرکت زاو

 

(1.34) 𝛼 = 𝑟+
2 + 𝑎2  

(1.35) 𝛼 = 2𝑀𝑟+ − 𝑄2 

 
 

 که در آن

(1.36) 𝑟± = 𝑀 ± √𝑀2 − 𝑄2 − 𝑎2 

 
 

تفاوت  یفرمول برا کی میتوان یاست. ما م نامیوکر ن اهچالهیس دادیمربوط به افق رو یمختصات شعاع ریمقاد

 1.35 معادله ریی. با تغمیمتفاوت بدست آور یکم نویمان-ا متفاوت کرسیاه چاله ی تقریبدو  نیب 𝛿𝑀جرم 

(1.37) 𝛿𝛼 = 2(𝑟+𝛿𝑀 + 𝑀𝛿𝑟+ − 𝑄𝛿𝑄) 
 

 

 :میکن یم محاسبهرا جداگانه  +𝛿𝑟 اکنون

(1.38) 
𝛿𝑟+ = 8𝑀 +

2

𝑟+ − 𝑟−
(𝑀𝛿𝑀 − 𝛼 (

𝛿𝐽

−𝑀
+

𝛼

𝑀
− 𝑄𝛿𝑄) − 𝑄𝛿𝑄) 

 

 

 

 :میآور یبه دست م جهیتن نیا ینیگزیجا با

𝛿𝛼 = 2 (𝑟+𝛿𝑀 + 𝑀𝛿𝑀 +
2

𝑟+ − 𝑟−

(𝑀2𝛿𝑀 − 𝛼𝛿𝐽 + 𝛼2 𝛿𝑀 −𝑀𝑄𝛿𝑄) − 𝑄𝛿𝑄) 

 :میده یرا در سمت چپ قرار م δM یحاوجملات همه  پسجرم است.  رییتغ یبرا یما بدست آوردن فرمول هدف



2 (𝑟+ + 𝑀 + +
2

𝑟+ − 𝑟−

(𝑀2 + 𝛼2)) 𝛿𝑀

= 𝛿𝛼 + 2
2

𝑟+ − 𝑟−
(𝛼𝛿𝐽 + (𝑀 +

𝑟+ − 𝑟−

2
) 𝑄𝛿𝑄) 

2

𝑟+ − 𝑟−

(𝑟+(𝑟𝑡 − 𝑟−) + 𝑀(𝑟+ − 𝑟−) + 2𝑀2 + 2𝛼2)𝛿𝑀

= 𝛿𝛼 +
4

𝑟+ − 𝑟−

(𝛼𝛿𝐽 + 𝑟+𝑄𝛿𝑄) 

2

𝑟+ − 𝑟−

(2𝑀(𝑟𝑡 − 𝑟−) + 2𝑀2 − 2𝑄2 − 2𝛼2 + 2𝑀2 + 2𝛼2)𝛿𝑀

= 𝛿𝛼 +
4

𝑟+ − 𝑟−

(𝛼𝛿𝐽 + 𝑟+𝑄𝛿𝑄)                                 (1.39) 

 

 :میرس یقانون اول م یی، به شکل نها1.35استفاده از معادله با

(1.40) 
𝛿𝑀 =

𝑟+ − 𝑟−

4𝛼
𝛿𝛼 +

𝑎

𝛼
𝛿𝐽 +

𝑟+𝑄

𝛼
𝑄𝛿𝑄 

 

 

 یانرژ رییبا تغ اهچالهیجرم س رییکه اگر تغ مینیب ی، ممیکن سهیآن مقا یکینامیرمودت معادلمعادله را با  نیا اگر

𝑎، عبارت مطابقت داشته باشد

𝛼
𝛿𝐽 +

𝑟+𝑄

𝛼
𝑄𝛿𝑄  بار و حرکت  رییبه منظور تغ اهچالهیمعادل کار انجام شده در س

𝑎آن. به طور خاص ،  یا هیزاو

𝛼
𝑟+𝑄دهد و  یرا نشان م هاهچالیچرخش س یا هیفرکانس زاو 

𝛼
𝑄 یکیالکتر لیپتانس 

−𝑟+−𝑟است ، عبارت  اهچالهیس یمتناسب با آنتروپ 𝛿𝛼است. از آنجا که  یخارج دادیدر افق رو

4𝛼
ضرب در ثابت  

 است. اهچالهیس ی( مشابه دمانیمع

توان  ی، اصطلاح دما را نمحال نی. با استا ینفنام، یکینامیترمود یمانند دماه، شکل نیشده به ا فیتعر یدما

 کند یتابش نم یچاله ا اهیس نیچن رای، زشده است، به کار برد فیعام توص تیکه کاملاً با نسب یا اهچالهیس برای

 . ردیقرار گ یدر تعادل حرارت اهیصفر با تابش جسم س ریغ یتواند در هر دما ینم نیو بنابرا

 

 

 



  اوکینگه-کارتر-باردین فرمول 1.3.2

به دست  یتر یها را به صورت کل اهچالهیس کینامیقانون د ناولی، [1]  در مقاله خود نیباردو  نگیو هاوک کارتر

صادق است. آنها  ،است اهچالهیس کیکه شامل  تخت غیر متقارن محوریزمان مسطح -ر فضا ه یآوردند که برا

که  یدو نسخه را به طور مفصل با توجه به روش رقانون اول را ارائه کردند. ما ه یدیفرانسیلو  انتگرالیهر دو شکل 

 .میکن یاستفاده شده است ، استخراج م یدر مقاله اصل

 انتگرال فرمول

 یکل انرژ یما بدست آوردن عبارت برا هدف نیاول ،است یانرژ بقایقانون  انگریه قانون اول اساساً بآنجا ک از

و هر  میکن یشروع م کیلینگزمان  انتقال مشتق بردار نیدوم یبرا 1.10 موجود در فضا زمان است. ما از معادله

ی محور بردار متقارن دانیبا م ماسو م آن را فضاگونه انتخاب میکنیمکه  𝛴 بر روی ابرسطحدو طرف آن را در 

ارن است و سمت چپ را به نامتق 𝜉𝜇;𝑣استفاده کرد که  تیواقع نیتوان از ا ی. سپس مانتگرال میگیریم کیلینگ

 گریو دو سطح د اهچالهیس دادیمرز از افق رو نیا کنیم لیتبد 𝛴 ابرسطحاز  یمرز دو سطح بر روی یک انتگرال

 ریچیتانسور  یکه همه اجزا تیواقع نیدهند. با استفاده از ا یم لیرا تشک یرونیمرز ب کیکه  استشده  لیتشک

انتخاب  نیرا به صورت دلخواه در فاصله دور انتخاب کرد. راحت تر یرونیتوان مرز ب ی، مدر خلا برابر صفر هستند

  است 𝜉𝜇یلینگدار کبر دانیمماس با مسطحی تخت و فضاگونه است که در بی نهایت قرار دارد و -یک دو

(1.41) 
∫ 𝜉        𝑣

𝜇;𝜈
𝑑𝛴𝜇

𝛴

= −∫ 𝑅   𝑣
𝜇

𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇 

(1.42) 
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣

𝜕𝛴

= − ∫ 𝑅   𝑣
𝜇

𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

 

(1.43) 
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣

𝜕𝛴∞

= − ∫ 𝑅   𝑣
𝜇

𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

− ∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣

𝜕𝐵

 

 

 

 :به دست آوریم 1.15را میتوانیم با استفاده از معادله ی  1.43اولین انتگرال در سمت راست معادله 

(1.44) 
∫ 𝑅   𝑣

𝜇
𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

= 8𝜋 ∫ (𝑇   𝑣
𝜇

−
1

2
𝑇𝑔   𝑣

𝜇
) 𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

= 8𝜋 ∫ (𝑇   𝑣
𝜇

−
1

2
𝑇𝛿   𝑣

𝜇
) 𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

 

 



 

𝜌𝜇نرمال یاگر بردار شعاع =
1

√𝑔𝑟𝑟
(0, 1, 0, به  تینها یرا در ب 𝑑𝛴𝜇سطح المان  میتوان ی، ممیکن یعرفرا م  (0

 :میسیبنو ریز صورت

(1.45) 
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣

𝜕𝛴∞

= ∫ 𝜉𝜇;𝑣
1

√−𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈𝜉[𝛼𝜌 𝛽] 𝑑𝛴

𝜕𝛴∞

=  ∫ 𝑔𝑟𝑟𝜉 ;𝑟
𝑡

1

√−𝑔𝑡𝑡

𝑔𝑡𝑡𝑔𝑟𝑟𝜉𝑡𝜌 𝑟  𝑑𝛴

𝜕𝐵

 

 

 

در فاصله شود که  انیب ستیندکوئیل-ریبو اریتواند بر اساس مع یکه م میکن یزمان مسطح کار م-فضا کیدر  ما

هم مشتق  میتوان یم ی، ما به راحتشود. سپس یهمگرا م لدیشزارتشو کیمتر ی بسیار دور از منبع انرژی به

 :میکن یابیرا ارز لدیشدر مختصات شوارتزکیلینگ زمان وردای بردار انتقال 

(1.46) 
𝜉 ;𝑟

𝑡 = 𝜉 ,𝑟
𝑡 + 𝑔𝑡𝑡(𝑔𝑡𝑡,𝑟 + 𝑔𝑟𝑡,𝑡 − 𝑔𝑡𝑟,𝑡)𝜉𝑡 = 𝑔𝑡𝑡

1

2
𝑔𝑡𝑡,𝑟𝜉𝑡

= −
1

2

1

1 −
2𝑀

𝑟

(−
2𝑀

𝑟2
)𝜉𝑡 =

1

1 −
2𝑀

𝑟

𝑀

𝑟2
𝜉𝑡 

 

 

زمان مسطح است. -فضا کیکره در -دو کیمساحت  المان یبه سادگ یدو سطح ∞𝛴از  𝑑𝛴مساحت  المان

 میکند بی نهایت میل  به، دید که برای شعاع ثابت بزرگ یتوان به راحت یرا م 1.43 انتگرال سمت چپ معادله

(1.47) 

∫
𝑀

𝑟2
𝜉𝑡𝜉𝑡 𝑑𝛴

𝜕𝛴∞

=  −𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫
𝑀

𝑟2
𝑟2 sin 𝜃  𝑑𝜃 𝑑𝜑

𝛱

0

2𝜋

0

= −4𝜋𝑀 

 

 

 داشت میخواه تیدر نها جهینت نیا با

(1.48) 
𝑀 = ∫(2𝑇   𝑣

𝜇
− 𝑇𝛿   𝑣

𝜇
)𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

+
1

4𝜋
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣

𝜕𝐵

 

 

 

 



 

 یم نییچاله تع اهیعبارت در سمت راست در حال حاضر به طور کامل توسط خواص ماده در خارج از س نیاول

آن به چند بخش  میکرد که هنوز امکان تقس ریتفس اهچالهیس یتوان به عنوان کل انرژ یدوم را م عبارتشود. 

 جداگانه وجود دارد.

را،  1.10 منظور، معادله نیا ی. برامیکن یفضازمان شروع م J یا هیکانه زاوکل ت یبرا یما با بدست آوردن عبارت

انتگرال  م،یاکه تا کنون استفاده کرده 𝛴 یهمان ابرسطح یبر رو 𝜉𝜇 یمتقارن محور یبردار دانیم یبار برا نیا

سمت راست  یبرا نینشتیاو از معادلات  میده یم رییغمرز ت ی. ما دوباره سمت چپ را به انتگرال بر رومیگریم

 انتخاب شد که  یطور Σ یکه ابرسطح میاستفاده کن تیواقع نیاز ا میتوانیم ن،ی. همچنمیکن یاستفاده م

𝜉𝜇 𝑑𝛴𝜇 =  :میدار ازیما ن انیباشد. در پا 0

(1.49) 
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣 = −8𝜋 ∫ (𝑇𝑣

𝜇
−

1

2
𝑇𝛿𝑣

𝜇
) 𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇

𝛴

− ∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣
𝜕𝐵

= −8𝜋 ∫𝑇𝑣
𝜇

 𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇
𝛴

− ∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝑣
𝜕𝐵

 

 

 

 

و عنصر  میاستفاده کن Boyer-Lindquistاز مختصات  دیبار با نیکرد. ا میخواه حسابا انتگرال سمت چپ را م

𝑇𝜇آن بردار  نوشته شود که در 𝜏[𝜇𝜌𝜈]به صورت  دیبا 𝑑𝛴𝜇𝑣سطح  =
1

√−gtt+𝜔2𝑔𝜑𝜑

(𝜉𝜇 + 𝜔𝜉𝜇)  نرمال شده

 :میآور یبه دست م .عمود است 𝜉𝜇و به  است

 



∫ 𝜉𝜇;𝑣𝜏[𝜇𝜌𝜈 ] 𝑑𝛴 = ∫
1

2
𝑔𝛽𝜇(𝑔𝛽𝛾,𝜈 + 𝑔𝜈𝛽,𝛾 − 𝑔𝛾𝜈,𝛽)𝜉𝛾𝑔𝛼𝜇𝜏𝛼𝑝𝑣 𝑑𝛴

𝜕𝛴∞

=
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫ (
𝜕𝑔𝑡𝜑

𝜕𝑟
+ 𝜔

𝜕𝑔𝜑𝜑

𝜕𝑟
) √

𝛥

𝛴
√

𝒜

𝛴𝛥
√𝛴√

𝒜

𝛴
sin 𝜃𝑑𝜃𝑑 𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

=
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫ (
−𝛴 + 2𝑟2

𝛴2
+

𝑟

𝒜

𝛴𝒜,𝑟 − 2𝑟𝒜

𝜕𝑟
)

𝒜

𝛴
sin3 𝜃𝑑𝜃𝑑 𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

= 𝐽 𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫ (−𝒜 + 𝑟𝒜,𝑟)
1

𝛴2
sin3 𝜃𝑑𝜃𝑑 𝜑

𝜋

0

2𝜋

0

=  𝐽 𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫ (−(𝑟2 + 𝑎2) + (𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2)𝑎2 sin2 𝜃
𝜋

0

2𝜋

0

+ (𝑟3 + 𝑎2)4𝑟2 − (2𝑟2 − 2𝑀𝑟)𝑎2 sin2 𝜃)
1

𝛴2
sin3 𝜃𝑑𝜃𝑑 𝜑

=  𝐽 𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ ∫ (3𝑟4 + 2𝑎2𝑟2 − 𝑎4 + 𝑎4 sin2 𝜃 − 𝑎2𝑟2 sin2 𝜃)
𝜋

0

2𝜋

0

   

(1.50)   

 

(1.51) 1

𝛴2
sin3 𝜃𝑑𝜃𝑑 𝜑 = 8𝜋𝐽  

 

از  پس. صادق است rهر مقدار  یاست، اما در واقع برا تیاهمیب شودیم کینزد تینهایبه ب rدر حد  حاصل  

 [5] دهد: یم جهینت 1.49در سمت چپ آن، معادله  8𝜋𝐽 ینیگزیجا

(1.52) 
𝐽 = − ∫ 𝑇    𝑣

𝜇
𝜉𝜈 𝑑𝛴𝜇

𝛴

−
1

8𝜋
∫ 𝜉𝜇;𝑣 𝑑𝛴𝜇𝜈 

 

 

 جهیکه نت ییجا. از آناهچالهیماده در خارج از س یا هیجمله در سمت راست برابر است با کل حرکت زاو نیاول

8𝜋𝐽 را  اهچالهیس یا هیتکانه زاو قاًیندارد، جمله دوم دق یبستگ یبه مختصات شعاع 𝐽𝐻دهد ینشان م: 

(1.53) 
𝐽𝐻 = −

1

8𝜋
∫ 𝜉𝜇;𝜈 𝑑𝛴𝜇𝜈

𝜕𝐵

 

 

 



1گر اکنون انتگرال ا

4𝜋
∫ 𝜉𝜇;𝜈 𝑑𝛴𝜇𝜈𝜕𝐵

و تکانه  میکن یسی( بازنو1.11معادله ) 𝑙𝜇کیلینگ یبردار دانیرا بر حسب م 

𝐽𝐻اهچالهیس یا هیزاو  :.ردیگ یشکل م 1.48معادله    

(1.54) 
𝑀 = ∫(2𝑇𝑣

𝜇
− 𝑇𝛿𝜈

𝜇
)𝜉𝑣 𝑑𝛴𝜇 +

𝛴

1

4𝜋
∫ 𝑙𝜇;𝜈 𝑑𝛴𝜇𝜈

𝜕𝐵

+ 2𝛺𝐻𝐽𝐻 

 

 

متعامد به افق است  یبردار ته کی 𝑛𝜈کرد، که در آن  انیب 𝑙[𝜇𝑛𝜈 ]𝑑𝐴توان در افق به صورت یرا م 𝑑𝛴𝜇𝜈تانسور 

𝑛𝜇𝑙𝜇که  یشود به طور یو نرمال م = 𝜅افق است. سپس  یعنصر سطح dAو  1− = −𝑙𝜇;𝜈𝑛𝜇𝑙𝜇 یم فیرا تعر 

 :میکن یه ماستفاد 1.54 دلهعبارت دوم در سمت راست معا یسیبازنو یو از آن برا میکن

(1.55) 1

4𝜋
∫ 𝑙𝜇;𝜈 𝑑𝛴𝜇𝜈

𝜕𝐵

=
1

4𝜋
∫ 𝑙𝜇;𝜈𝑙[𝜇𝑛𝜈] 𝑑𝐴

𝜕𝐵

=
1

4𝜋
∫

1

2
𝑙𝜇;𝜈(𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑙𝜈𝑛𝜇) 𝑑𝐴

𝜕𝐵

=
1

4𝜋
∫

1

2
(−2)𝑙𝜇;𝜈𝑙𝑣𝑛𝜇 𝑑𝐴

𝜕𝐵

=
1

4𝜋
∫ 𝜅 𝑑𝐴

𝜕𝐵

 

 

 

𝑚𝜇𝑚̅𝜇که  یبه طور میکن فیرا تعر در افقنرمال  𝑚𝜇 ،𝑚̅𝜇 مختلطمزدوج  یته یاگر بردارها =  کی، آنها 1

 کرد: انیتوان ب یدر افق را م کیدهند. سپس متر یم لیتشک 𝑛𝜇و  𝑙𝜇 یرا همراه با بردارها یته مجموعه ی 

(1.56) 𝑔𝜇𝑣 = −𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑛𝜇𝑙𝑣 + 𝑚𝜇𝑚̅𝜈 + 𝑚̅𝜇𝑚𝜈 

 
 

𝑔𝜇𝑣;𝜆شرط  =  باعث میشود: 0

(1.57) 𝑛𝜇𝑣;𝜆 = 𝑛𝜇𝑛𝑣𝑙𝑣;𝜆 

 
 

(1.58) 𝑙𝜇𝑣;𝜆 = 𝑙𝜇𝑙𝑣𝑛𝑣;𝜆 

 
 

𝑎𝜇 چهار بردار  =
𝑙𝜈𝑙𝜇;𝜈

𝑙𝜆𝑙𝜆
𝑣و اسکالر  = √𝑙𝜌𝑙𝜌 به افق  کینزد تینها یب یذره ا ی. سپس برامینکمی یرا معرفV 

a  بهκ میل میکند داریم: 



(1.59) 

𝑉𝑎 = 𝑉√𝑎𝜇𝑎𝜇 = √𝑙𝜌𝑙𝜌√
𝑙𝑣𝑙𝜇;𝜈𝑙𝑘𝑙𝜇;𝑘

𝑙𝜆𝑙𝜆𝑙𝜎𝑙𝜎
= √

𝑙𝑣𝑙𝜇𝑙𝜆𝑛𝜆;𝑣𝑙𝑘𝑙𝜇𝑙𝜌𝑛𝜌;𝑘

𝑙𝜎𝑙𝜎

= √𝑙𝜈𝑙𝜆𝑛𝜆𝑛𝜇𝑙𝜇;𝜈𝑙𝑘𝑙𝜌𝑛𝑝𝑛𝜎𝑙𝜎;𝑘 = 𝜅 

 

 

 

ذره ای که  𝑢𝜇. چهار سرعت ه استآخر استفاده شد کمیتبه دست آوردن سه  برای  1.58و  1.57از معادلات 

𝑢𝑢ان به صورت ی توم رابه طور صلب با سیاهچاله در خارج از افق می چرخد  =
𝑙𝑢

√𝑙𝜆𝑙𝜆
نوشت. شتاب  

𝑢;𝜈مربوطه
𝜇

𝑢𝑣 =
𝑙𝑣𝑙𝜇;𝜈

𝑙𝜆𝑙𝜆 = 𝛼𝜇   آن  اندازه یوa  است. اگر اکنون این را درV  ضرب کنیم، نتیجه شتاب در واحد

م. از آنجایی که ما در یک فضازمان مجانب ذره را به شتاب در واحد زمان مختصات تبدیل می کنی ویژهزمان 

برای ناظری است که در بی نهایت ساکن است. بنابراین،  ویژهبه معنای زمان زمان مسطح کار می کنیم، مختصات 

κ  ین چن توسط کهدر افق برابر با شتاب یک ذره است که با سیاهچاله درست خارج از افق رویداد خود می چرخد

به معنای گرانش سطحی سیاهچاله است که اصطلاحی است که  κمی شود. در این معنا ناظری اندازه گیری 

در افق ثابت است. برای انجام این کار، ثابت  κمعمولاً برای آن استفاده می شود. اکنون نشان خواهیم داد که 

 است:تغییر نمی کند و بنابراین در افق ثابت  mµدر امتداد میدان برداری  κخواهیم کرد که 

(1.60) 𝑘;𝜇𝑚𝜇 = (−𝑙;𝜈
𝜆 𝑛𝜆𝑙𝜈)

;𝜇
𝑚𝜇 = 𝑙;𝜈𝜇

𝜆 𝑛𝜆𝑙𝜈𝑚𝜇 − 𝑙;𝜈
𝜆 𝑛;𝜇

𝜆 𝑙𝜈𝑚𝜇 − 𝑙;𝜈
𝜆 𝑛𝜆𝑙;𝜇

𝜈 𝑚𝜇 

 

 

 .میاستفاده کن یرت عبارت قبلعبا نیاول یسیبازنو یبرا 1.9و  1.8و معادلات  یانچیب تیهو نیاز اول میتوان یم

𝑅𝑘𝜇𝜈𝜆𝑙𝑘 = (−𝑅𝑘𝜆𝜇𝜈 − 𝑅𝑘𝜈𝜆𝜇)𝑙𝑘 = −𝑙;𝜇𝑣
𝜆 + 𝑙;𝑣𝜇

𝜆 − 𝑙;𝜆𝜇
𝜈 + 𝑙;𝜇𝜆

𝑣 = 2𝑙;𝜈𝜇
𝜆 − 𝑙;𝜇𝑣

𝜆 + 𝑙;𝑣𝜇
𝜆

= 2𝑙;𝑣𝜇
𝜆 − 𝑅𝑘𝜇𝜈𝜆𝑙𝑘 

 برای همین به دست می آوریم:

(1.61) 𝑙;𝑣𝜇
𝜆 = 𝑅𝑘𝜇𝜈𝜆𝑙𝑘 

 
 

𝑙;𝑣𝜇که فقط عبارت با  مینشان ده میتوانیم 1.58و  1.57با کمک معادلات 
𝜆  رایز ماند،یم یباق 1.60در معادله 

 :دهندیبا هم صفر م گریدو جمله د

(1.62) −𝑙;𝑣
𝜆 𝑛;𝜇

𝜆 𝑙𝑣𝑚𝜇 = −𝑙;𝑣
𝜆 𝑛𝜆𝑛𝜅𝑙;𝜇𝑙𝜈𝑚𝜇 = 𝜅𝑙𝜇;𝜈𝑛𝜇𝑚𝜈 

 

 



(1.63) −𝑙;𝜈
𝜆 𝑛𝜆𝑙;𝜇

𝑣 𝑚𝜇 = 𝑙;𝑣
𝜆 𝑛𝜆𝑙𝑣𝑙𝑘𝑛;𝜇𝑚𝜇 = 𝜅𝑛𝑘𝑛𝜈𝑙𝜈;𝜇𝑙𝑘𝑚𝜇 = −𝜅𝑙𝜇;𝜈𝑛𝜇𝑚𝜈  

 

 در نهایت به دست می آوریم:

(1.64) 𝜅;𝜇𝑚𝜇 = −𝑅𝑘𝜆𝜈𝜇𝑙𝜅𝑚𝜆𝑙𝑣𝑛𝜇 

 
 

 به دست می آوریم: 𝑙𝜇;𝜈و نامتقارن بودن  1.56 با استفاده از معادله ی

(1.65) 0 = 𝑙𝜇;𝜈𝑔𝜇𝜈 = 𝑙𝜇;𝜈(−𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑛𝜇𝑙𝑣 + 𝑚𝜇𝑚̅𝜈 + 𝑚̅𝜇𝑚𝜈) = 2𝑙𝜇;𝜈𝑚𝜇𝑚̅𝜈  

 
 

 مشتق میگیریم: 𝑚𝜆در راستای حال از این معادله 

(1.66) 0 = (𝑙𝜇;𝜈𝑚𝜇𝑚̅𝜈)
;𝜆

𝑚𝜆 = 𝑅𝑘𝜇𝜈𝜆𝑙𝑘𝑚𝜇𝑚𝑣𝑚𝜆 + 𝑙𝜇;𝜈(𝑚𝜇𝑚̅𝜈);𝜆𝑚𝜆

= 𝑅𝑘𝜇𝜈𝜆𝑙𝑘𝑚𝜇𝑚̅𝑣𝑚𝜆 

 

 

 م به صورت زیر ادامه دهیم:که آن را میتوانی

(1.67) −𝑅𝜆𝜅𝑙𝑘𝑚𝜆 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆

= (−𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑛𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̅𝜈 + 𝑚̅𝜇𝑚𝜈)𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆

= (−𝑛𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̅𝜈)𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 

 

 

 رابطه ی نیتوان با استفاده از اول یآن را م جهینت، مانیتانسور ر پادمتقارنی خاصیتاز با استفاده حله آخر مر

 :دوباره مینویسیم یانچیب

(1.68) (−𝑛𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̅𝜈)𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 = 𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜇𝑚̅𝜈𝑚𝜆

− 𝑛𝜇𝑙𝜈(−𝑅𝑘𝜆𝜇𝜈 − 𝑅𝑘𝜈𝜆𝜇)𝑙𝑘𝑚𝜆

= 𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜇𝑚̅𝜈𝑚𝜆 + 𝑅𝑘𝜆𝜇𝑣𝑙𝑘𝑚𝜆𝑛𝜇𝑙𝑣 

 

 

(1.69) 𝑅𝑘𝜇𝑣𝜆𝑙𝑘𝑚𝜇𝑚̅𝜈𝑚𝜆 = −𝑅𝑘𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 + 𝑅𝑘𝜆𝜈𝜇𝑙𝑘𝑚𝜆𝑙𝑣𝑛𝜇

= −𝑅𝑘𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 − 𝐾;𝜇𝑚𝜇 = 0 

 

 میدهد: 𝑚𝜇در راستای  𝜅این به ما معادله ای برای مشتق هم وردای 

(1.70) 𝐾;𝜇𝑚𝜇 = −𝑅𝑘𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 

 
 



 به دست می آوریم: 𝑙𝜇و  𝑚𝜇و عمود بودن  1.15با استفاده از معادله ی 

(1.71) 
𝑘;𝜇𝑚𝜇 = −8𝜋 (𝑇𝑘𝜆 +

1

2
𝑇𝑔𝑘𝜆) 𝑙𝑘𝑚𝜆 = −8𝜋𝑇𝑘𝜆𝑙𝑘𝑚𝜆 

 

 

شود. ما  تیغالب رعا یکه شرط انرژ میاست و ما انتظار دار یبردار ته کی 𝑙𝑘 رای، زضاگونه نیستف 𝑇𝑘𝜆𝑙𝑘بردار 

 یم دیناپد دادیافق رو چشیبرش و پ اله،اهچیثابت س انبساط یک ی. برامیریگ یرا در نظر م 1.26دوباره معادله 

، 𝑙𝜇برابر است با  در این مسئله 𝑘𝜇 نکهیکند(. با در نظر گرفتن ا ینم رییپوچ تغ یکیشود )افق در کنار مولد ژئودز

 ه ما میدهد:ب 1.26معادله 

(1.72) 
0 = 𝑅𝑘𝜆𝑙𝑘𝑙𝜆 = 8𝜋 (𝑇𝑘𝜆 −

1

2
𝑇𝑔𝑘𝜆) 𝑙𝑘𝑙𝜆 = 8𝜋𝑇𝑘𝜆𝑙𝑘𝑙𝜆 

 

 

 یمواز ایصفر  ای𝑇𝑘𝜆𝑙𝑘شود که  یم جهیاست. سپس نت یبردار ته کی l μکه در افق  میدر مرحله آخر استفاده کرد

𝑇𝑘𝜆𝑙𝑘𝑙𝜆نیاست، و بنابرا 𝑙𝜆با  = 𝜅;𝜇𝑚𝜇 جه،یدر نت .0 = در افق  κکه  میو ثابت کرده ا میآور یرا بدست م 0

 ثابت است.

 :میکن یسیآن بازنو ییرا به شکل نها 1.55معادله  میتوان یم اکنون

(1.73) 
𝑀 = ∫(2𝑇𝜈

𝜇
− 𝑇𝑆𝜈

𝜇
)𝜉𝜈 𝑑𝛴𝜇

𝑠

+ 2𝛺𝐻𝐽𝐻 +
𝜅

4𝜋
𝐴 

 

 

 لریادله اوعبارت مشابه مع نیا تیاست. ماه اهچالهیس کینامیقانون اول ترمود یبرا انتگرالیفرمول  نیا

 یرهایاز متغ یرا به عنوان تابع یکینامیترمود ستمیس کی یداخل یاستاندارد است که کل انرژ کینامیاز ترمود

 نیدهد. اول یم را به ما موجود در فضازمان یکل انرژ 1.73. به طور مشابه، معادله کندیم انیآن ب یکینامیترمود

 دیعبارت، با نیا شتریاصلاح ب یاست. برا اهچالهیاده خارج از ساز م یعبارت در سمت راست شامل تمام سهم انرژ

 2𝛺𝐻𝐽𝐻دارند. عبارت  اهچالهیس یاز پارامترها یسهم ماندهی. عبارات باقمیتکانه ماده را مشخص کن -یتانسور انرژ

ت جمله آخر اس اهچالهیس یمتناسب با آنتروپ Aکه  ییاست. از آنجا اهچالهیس یچرخش ینشان دهنده کل انرژ

ما نشان  1.6. در بخش میمشاهده کن لریاست( در معادله او یکینامیترمود یکه دما θ )  𝜃𝑆را مشابه با عبارت 

 نیبحث شد، چن 1.3.1است( اما همانطور که در بخش  2𝜃𝑆برابر  ع،است )در واق نیداد که واقعاً چن میخواه

 است. رممکنیغ کیعام کلاس تینسب نهیدر زم یریتفس

 



 معادله ی دیفرانسیلی

 ،یسادگ یاست. برا 1.73معادله  رییبا تغ 1.40 نیمشابه با فرمول بکنشتا یا جهیما بدست آوردن نت یهدف بعد

 اهچالهیس کیاز  یخود را به مورد ،یرونیماده ب یهاتر از کمکواضح یکیزیف ریتفس افتیدر یبرا نیو همچن

آن ثابت و متقارن است. ما ممکن است  عیطه شده است که توزکامل احا الیس کیکه توسط  میکنیمحدود م

,𝜀(𝑛 یانرژ یرا با چگال یالیس نیچن 𝑆)که در آن م،یکن فیتوص n عدد ذره و یچگال s است.  یآنتروپ یچگال

 :شوندیم فیاستاندارد تعر یکینامیبا روابط ترمود p و فشار μ ییایمیش لی، پتانس 𝜃  سپس دما

(1.74) 
𝜃 =

𝜕𝜀

𝜕𝑆
 

 

(1.75) 
𝜇 =

𝜕𝜀

𝜕𝑛
 

 

(1.76) 𝑃 = 𝜇𝑛 + 𝜃𝑠 − 𝜖 

 

 مومنتوم را میتوان به صورت زیر نوشت: –تانسور انرژی 

(1.77) 𝑇𝜇𝑣 = (𝜀 + 𝑝)𝑣𝜇𝜈𝑣 + 𝑃𝑔𝜇𝜈 

 
(1.78) 

𝜈𝜇 =
1

√−𝑢𝜆𝑢𝜆
𝑢𝑢 

 
(1.79) 𝑢𝑢 = 𝜉𝜇 + 𝛺𝜉𝜇 

 

                             توان به صورت یرا م الیاست. چهار سرعت س انیواحد مماس بر خطوط جر 𝜈𝜇 داربر نجایدر ا

𝑢𝜇 = 𝑢𝑡(𝜉𝜇 + 𝛺𝜉𝜇) سپس ودر یم نیفضازمان از ب یو تقارن محور ییستایصورت ا نیا ریکرد، در غ انیب .

Ω کرد: انیب ریتوان به صورت ز یرا م الیو تعداد ذرات س یآنتروپ ،یا هیاست. تکانه زاو الیس یا هیسرعت زاو 

 

(1.81) 𝐽 = −∫
𝑆

𝑇𝜈
𝜇

𝜉𝜈 𝑑𝛴𝜇 

 
(1.82) 𝑆 = ∫

𝑆
𝑠𝜈𝜇 𝑑𝛴𝜇 

 



(1.83) 𝑁 = ∫
𝑆

𝑛𝑣𝜇 𝑑𝛴𝜇 

 

 

ست با آنها مطابقت وجود دارد که قرار ا یدر انتخاب نقاط یخاص یمتفاوت، آزاد یدو راه حل کم سهیهنگام مقا

تا در هر دو  میکن یرا انتخاب م𝜉𝜇 و 𝜉𝜇 کیلینگ یبردار میدان هایو  داد،ی، افق روΣداشته باشند. ما ابرسطوح 

 :میباشند. سپس دار کسانیراه حل 

(1.83) 𝜕𝜉𝜇 = 𝜕𝜉𝜇 = 0 

 
(1.84) 𝛿𝑔𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 = −𝑔𝜇𝑣𝑔𝜈𝜆𝛿𝑔𝑘𝜆 

 
(1.85) 𝛿𝜉𝜇 = ℎ𝜇𝜈𝜉𝜈 

 
(1.86) 𝛿𝜉𝜇 = ℎ𝜇𝜈𝜉𝜈 

 
(1.87) 𝛿𝑙𝜇 = 𝜉𝜇𝛿𝛺𝐻 

 
(1.88) 𝛿𝑙𝜇 = 𝛿(𝑔𝜇𝜈𝑙𝜈) = ℎ𝜇𝜈𝑙𝜈 + 𝜉𝜈𝛿𝛺𝐻 

 
 

نرمال نسبت به افق در راه حل اول با  𝑙𝜇 ،𝑛𝜇 یبردار یها دانیهستند، م کسانی دادیرو یکه افق ها ییاز آنجا

 هستند: یخود در راه حل دوم مواز انیهمتا

(1.89) 
  𝑙[𝜇𝛿𝑙𝜈] =

1

2
(𝑙𝜇𝛿𝑙𝜈 − 𝑙𝜈𝛿𝑙𝜇) ∝

1

2
(𝑙𝜇𝑙𝜈 − 𝑙𝑣𝑙𝜇) = 0 

 
(1.90) 𝑛[𝜇𝛿𝑛𝜈] = 0 

 

 :صفر است 𝑙𝜈نسبت به  𝛿𝑙𝜇لی  مشتق لیدل نیبه هم

(1.88) ℒ1𝛿𝑙𝜇 = (𝛿𝑙𝜇);𝜈𝑙𝜈 + 𝑙𝜈
;𝜇𝛿𝑙𝜈 = 0 

 
 



 استفاده میکنیم: 𝜅 تغییرات ما از این روابط برای به دست آوردن

𝛿𝜅 = −𝑛𝜇𝑙𝜈(𝛿𝑙𝜇);𝜈 − 𝑙𝜇;𝜈𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 − 𝑙𝜇;𝜈𝑙𝑣𝛿𝑛𝜇

= 𝑛𝜇𝑙𝜈(𝛿𝑙𝜈);𝜇 + 𝑙𝜈;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 + 𝑙𝜈;𝜇𝑙𝜈𝛿𝑛𝜇

=
1

2
(𝑙𝑣𝛿𝑙𝜈 + 𝑙𝜈𝛿𝑙𝑣);𝜇𝑛𝜇 + 𝑙 ;𝜇

𝑣 𝑙𝜈𝛿𝑛𝜇 

 

 است: 𝑙𝜇برای به دست آوردن تغییرات  1.87 قدم بعدی استفاده از معادله ی

1

2
𝑙𝑣𝑛𝜇(𝛿𝑙𝜈);𝜇 +

1

2
𝑙𝑣

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 +
1

2
𝜉  ;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 +
1

2
𝑙𝜈;𝜇𝑛𝜇𝛿(𝑔𝜈𝜆𝑙𝜆) + 𝑙 ;𝜇

𝑣 𝑙𝜈𝛿𝑛
𝜇

=
1

2
𝑙𝑣𝑛𝜇(𝛿𝑙𝜈);𝜇 + 𝑙𝑣

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 +
1

2
𝜉  ;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 −
1

2
𝑙𝜌

;𝜇𝑛𝜇ℎ𝜌𝜎𝑙𝜎

+ 𝑙 ;𝜇
𝑣 𝑙𝜈𝛿𝑛𝜇 

 

 :میکن یم یسیبازنو 1.88عبارت چهارم را با استفاده از معادله 

(1.92) 1

2
𝑙𝑣𝑛𝜇(𝛿𝑙𝜈);𝜇 + 𝑙𝑣

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 +
1

2
𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 −
1

2
𝑙𝜌

;𝜇𝑛𝜇ℎ𝜌𝜎𝑙𝜎

+
1

2
𝜉𝜌𝑙𝜌

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 + 𝑙 ;𝜇
𝑣 𝑙𝜈𝛿𝑛𝜇

=
1

2
𝑙𝑣𝑛𝜇(𝛿𝑙𝜈);𝜇 + 𝑙𝑣

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 +
1

2
(𝜉𝜈𝑙𝜈)

;𝜇
𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻

+
1

2
𝑙𝜌𝑛𝜈(𝛿𝑙𝜇)

;𝜌
+ 𝑙𝑣

;𝜇𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 

 
 

 

 :1.91با استفاده از معادله ی 

(1.93) 1

2
(𝛿𝑙𝜈);𝜇(𝑙𝑣𝑛𝜇 + 𝑙𝜇𝑛𝑣) + 𝑙𝑣

;𝜇(𝑛𝜇𝛿𝑙𝜈 + 𝑙𝜈𝛿𝑛𝜇) + 𝜉;𝜇
𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 

(1.94) 
=

1

2
(𝛿𝑙𝜈);𝜇(𝑙𝑣𝑛𝜇 + 𝑙𝜇𝑛𝑣) + 𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻  

 



(𝛿𝑙𝜇)متناسب است،  افقدر 𝑙𝜇با  𝛿𝑙𝜇که  ییاز آنجا
;𝜈

𝑚𝜇𝑚̃𝜈 =  کیمتر یبرا 1.56با استفاده از عبارت  ن،یبنابرا. 0

 :میآور یبه دست م

(1.95) 
𝛿𝜅 =

1

2
(𝛿𝑙𝜈);𝜇(−𝑔𝜇𝜈) + 𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻

= −
1

2
(𝛿(𝑔𝑣𝜆𝑙𝜆))

;𝜈
+ 𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻

= −
1

2
(ℎ𝑣𝜆𝑙𝜆)

;𝜈
−

1

2
(𝛿𝑙𝜆)

;𝜆
+ 𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻

= −
1

2
ℎ𝑣𝜆

;𝜈𝑙𝜆 −
1

2
ℎ𝑣𝜆𝑙𝜆;𝜈 + 𝜉;𝜇

𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻

= −
1

2
ℎ𝑣𝜆

;𝜈𝑙𝜆 + 𝜉;𝜇
𝜈 𝑙𝑣𝑛𝜇𝛿𝛺𝐻 

 
 

 :میکن یم انیب ریبه شکل ز آن را که میکرده ا یرا جمع آور 1.73 معادله رییتغ یلازم برا یما تمام ابزارها

(1.96) 
𝑀 = ∫ (2𝑇𝜈

𝜇
+

1

8𝜋
𝑅𝛿𝜈

𝜇
) 𝜉𝜈 𝑑𝛴𝜇

𝛴

+ 2𝛺𝐻𝐽𝐻 +
𝜅

4𝜋
𝐴 

 

 را به دست می آوریم: 𝛿𝑅در ابتدا 

(1.97) 𝛿𝑅 = 𝛿(𝑔𝜈𝜆𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

) = 𝑅𝜈𝜆𝛿(𝑔𝜈𝜆) + 𝑔𝜈𝜆𝛿(𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

)

= −𝑅𝜈𝜆ℎ𝜈𝜆 + 𝑔𝜈𝜆𝛿(𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

) 

 

 :دست می آوریم بهرا  مانیتانسور ر اترییدر مرحله دوم، ما تغ

(1.98) 𝛿(𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

) = 𝛿𝛤  𝜈𝜆,𝜇
𝜇

− 𝛿𝛤  𝜈𝜇,𝜆
𝜇

+ 𝛤  𝜇𝜎
𝜇

𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜎 + 𝛤  𝜈𝜆

𝜎 𝛿𝛤  𝜇𝜎
𝜇

− 𝛤  𝜆𝜎
𝜇

𝛿𝛤  𝜈𝜇
𝜎 − 𝛤  𝜈𝜇

𝜎 𝛿𝛤  𝜆𝜎
𝜇

 

 

𝛿𝛤  𝜈𝜆 نیبنابرا
𝜇 سپس ممکن میآن را به روش استاندارد گسترش ده پادوردایمشتق  میتوانیتانسور است و م کی .

 [6] :میاست مشاهده کن



(1.99) (𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜇

)
;𝜇

= 𝛿𝛤  𝜈𝜆,𝜇
𝜇

+ 𝛤  𝜇𝜎
𝜇

𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜎 − 𝛤  𝜈𝜇

𝜎 𝛿𝛤  𝜎𝜆
𝜇

− 𝛤 𝜆𝜇
𝜎 𝛿𝛤   𝜈𝜎

𝜇
 

(𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜇

)
;𝜆

= 𝛿𝛤  𝜈𝜇,𝜆
𝜇

+ 𝛤  𝜆𝜎
𝜇

𝛿𝛤  𝜈𝜇
𝜎 − 𝛤  𝜈𝜆

𝜎 𝛿𝛤  𝜎𝜇
𝜇

− 𝛤 𝜆𝜇
𝜎 𝛿𝛤   𝜈𝜎

𝜇
 

𝛿(𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

) = (𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜇

)
;𝜇

− (𝛿𝛤  𝜈𝜇
𝜇

)
;𝜆

 

 

 :میکن یسیبازنو کیمتر رییرا بر حسب تغ جهینت نیا میتوانیم

(1.100) (𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜇

)
;𝜇

− (𝛿𝛤  𝜈𝜆
𝜇

)
;𝜆

= ℎ    ;𝜇
𝜇𝜎

𝛤𝜎𝜈𝜆 + 𝑔𝜎𝜇(𝛿𝛤𝜎𝜈𝜆);𝜇 + ℎ    ;𝜆
𝜇𝜎

𝛤𝜎𝜈𝜇 − 𝑔𝜎𝜇(𝛿𝛤𝜎𝜈𝜇)
;𝜆

 

 

 .کرد میهستند استفاده خواه 𝛿Γکه شامل  جمله هایی یسیبازنو یبرا ستوفلیکر یما از نمادها

(1.101) 𝑔𝜎𝜇(𝛿𝛤𝜎𝜈𝜆);𝜇 − 𝑔𝜎𝜇(𝛿𝛤𝜎𝜈𝜇)
;𝜆

=
1

2
𝑔𝜎𝜇[(ℎ𝜎𝜈,𝜆 + ℎ𝜆𝜎,𝜈 − ℎ𝜈𝜆,𝜎)

;𝜇

− (ℎ𝜎𝜈,𝜇 + ℎ𝜇𝜎,𝜈 − ℎ𝜈𝜇,𝜎)
;𝜆

] 

 

 عبارت نیا بسطتوان با  ینوشت که م 2𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜆ℎ𝜎[𝜇;𝜈]𝜆توان به طور فشرده به صورت  یرا م یچیتانسور ر رییتغ

 :نشان داد

(1.102) 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜆ℎ𝜎𝜇;𝜈𝜆 = 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜆 ((ℎ𝜎𝜇,𝜈)
;𝜆

− 𝛤   𝜎𝜈
𝜌

ℎ𝜌𝜇;𝜆 − 𝛤   𝜇𝜈
𝜌

ℎ 𝜎𝜇;𝜆) 

2𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜆ℎ𝜎[𝜇;𝜈]𝜆 = 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜆 ((ℎ𝜎𝜇,𝜈)
;𝜆

− 𝛤   𝜎𝜈
𝜌

ℎ𝜌𝜇;𝜆 − (ℎ𝜎𝜈,𝜇)
;𝜆

+ 𝛤   𝜎𝜇
𝜌

ℎ𝜌𝜈;𝜆) 

 

 تیجه میرسیم:زمانی که از متریک برای بالا و پایین کردن اندیس ها و دوباره نام گذاری کردن آنها به این ن

(1.103) 𝑔𝜇𝜈𝛿(𝑅𝜈𝜇𝜆
𝜇

) = −ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜈
 

 
 

 

 

 



∫ترم  رییبه منظور تغ
1

8𝜋
𝛴

 𝑅𝛿𝜈
𝜇

𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇دیبا نی، ما همچن 𝛿(𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇) = 𝛿(𝜉𝜇√−𝑔̃𝜁𝜇)  ییجا م،یکن بررسیرا 

𝑔̃𝜇𝜈و  Σنرمال به ابرسطح  برابر است. بردار واحد 𝜁𝜇که  = 𝑔𝜇𝜈 − 𝜁𝜇𝜁𝜈 یرو کیمتر ینیب شیپ Σ. ییاز آنجا 

. میکن دایرا پ 𝛿√−𝑔̃ دیما فقط با رند،یگیقرار نم راتییتغ ریتأث تتح 𝜉𝜇و بردار کشنده  Σ یکه هر دو ابرسطح

 [7] :میاستفاده کن رمفردیغ سیاترهر م کنندهنییمشتق از تع کی یبرا ریز تیاز هو میتوانیم

(1.104) 
𝑇𝑟 (

𝑑𝐴

𝑑𝜆
𝐴−1) =

1

𝑑𝑒𝑡𝐴
 

𝑑

𝑑𝜆
 (𝑑𝑒𝑡𝐴) 

 

 :میکن یرا اعمال م 1.104و سپس معادله  میده یم بسطرا 𝛿√−𝑔̃عبارت 

(1.105) 
𝛿√−𝑔̃ =

𝜕√−𝑔̃

𝜕𝑔𝜇𝜈
ℎ𝜇𝜈 =

𝜕√−𝑔̃

𝜕𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
ℎ𝜇𝜈 =

1

2√−𝑔̃

𝜕(−𝑔̃)

𝜕𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
ℎ𝜇𝜈

=
1

2√−𝑔̃
(−𝑔̃)𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔̃𝛼𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
ℎ𝜇𝜈 

 

𝑔̃𝛼𝛽��عبارت با  دیاکنون با

𝜕𝑔𝜇𝜈  ر ابتدا ثابت میکنیم:را به دست بیاوریم. برای این کا  

0 =
𝜕𝛿𝛽

𝛼

𝜕𝑔𝜇𝜈
=

𝜕(𝑔𝛼𝛾𝑔𝛾𝛽)

𝜕𝑔𝜇𝜈
= 𝑔𝛼𝛾

𝜕𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
+ 𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑔𝛼𝛾

𝜕𝑔𝜇𝜈
 

𝑔𝛼𝛾
𝜕𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
= −𝑔𝛾𝛽

1

2
(𝛿𝜇

𝛼𝛿𝑣
𝛾

+ 𝛿𝑣
𝛼𝛿𝜇

𝛾
) 

(1.106) 𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
= −

1

2
(𝑔𝜇𝛼𝑔𝛽𝜈 + 𝑔𝛼𝜈𝑔𝛽𝜇) 

 
 

به را  یینها جهینت 1.106 و معادله 𝜁𝜇و  𝑑𝛴𝜇 و استفاده از متعامد بودن 1.105 معادله در 𝑔̃𝛼𝛽 فیتعر ینیگزیبا جا

 :وریمآ یدست م

𝛿√−𝑔̃ =
1

2
√−𝑔̃𝑔̃𝛼𝛽

𝜕(𝑔𝛼𝛽 − 𝜁𝛼𝜁𝛽)

𝜕𝑔𝜇𝜈
ℎ𝜇𝜈 =

1

2
√−𝑔̃𝑔̃𝛼𝛽 

(1.107) 
(−

1

2
(𝑔𝜇𝛼𝑔𝛽𝜈 + 𝑔𝛼𝜈𝑔𝛽𝜇) − 𝜁𝛼

𝜕𝜁𝛽

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜁𝛽

𝜕𝜁𝛼

𝜕𝑔𝜇𝜈
) ℎ𝜇𝜈 = −

1

2
√−𝑔̃𝑔̃𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈 



 دلتای ن،یکرد. بنابرا نیگزیجا 𝑔𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈توان با  یرا م 𝑔̃𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈 رد،یگ یقرار نم راتییتغ ریتحت تأث Σکه  ییاز آنجا

𝜉𝜇 𝑑𝛴𝜇 برابر است −
1

2
𝑔𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈𝜉𝜇 𝑑𝛴𝜇 .دلتایکل،  در ∫

1

8𝜋
𝛴

 𝑅𝛿  𝜈
𝜇

𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇 با: برابر است 

(1.108) 
𝛿 ∫

1

8𝜋
𝛴

 𝑅𝛿  𝜈
𝜇

𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇 = −
1

8𝜋
∫((𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑅𝑔𝜇𝜈) ℎ𝜇𝜈 + 2

𝑆

ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜈) 𝜉𝜆 𝑑𝛴𝜆 

 

و  1.85، 1.83 اده از معادلات. با استفمیبدست آور 1.108 جمله در معادله نیآخر تغییررا با عبارت  کی دیابتدا با

 داد: میخواه رییرا تغ 1.7 معادله ی ،1.8

 

(1.109) 0 = 𝑔𝜇𝜈;𝜆𝜉𝜆 + 𝑔𝜆𝜈𝜉𝜆
;𝜇

+ 𝑔𝜆𝜇𝜉𝜆
;𝜈

 

 

0 = 𝛿 (𝑔𝜇𝜈,𝜆𝜉𝜆 − 𝛤  𝜇𝜆
𝜅 𝑔𝜅𝜆𝜉𝜆 − 𝛤  𝜈𝜆

𝜅 𝑔𝜇𝜅𝜉𝜆 + 𝑔𝜆𝜈𝜉𝜆
,𝜇

+ 𝑔𝜆𝜈𝛤  𝜅𝜇
𝜆 𝜉𝜅

+ 𝑔𝜆𝜇𝜉𝜆
,𝜈

+ 𝑔𝜆𝜇𝛤  𝜅𝜈
𝜆 𝜉𝜅) = ℎ𝜇𝑣;𝜆𝜉𝜆 + ℎ𝜆𝑣𝜉𝜆

;𝜇
+ ℎ𝜆𝜇𝜉𝜆

;𝑣
 

 

2ℎ𝜇حال میتوانیم جمله ی 
[𝜇;𝜈]

𝜐𝜉𝜆 :را بنویسیم 

2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜐𝜉𝜆 = (ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]𝜉

𝜆);𝜐 − 2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]𝜉

𝜆;𝜐 

 

 بسط جمله ی دوم برابر است با:

−2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]𝜉

𝜆;𝜐 = 2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]𝜉

𝜐;𝜆 = (ℎ𝜇
𝜇;𝜈𝜉𝜈 − ℎ𝜇

𝜈;𝜇𝜉𝜈)
;𝜆

− 2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜆𝜉𝜈 

 

 داشت: میخواه ین معادلهجداگانه به هر عبارت از ا یاکنون نگاه

(ℎ𝜇
𝜇;𝜈𝜉𝜈 − ℎ𝜇

𝜈;𝜇𝜉𝜈)
;𝜆

= (−3ℎ𝜇𝜈𝜉𝜇;𝜈 − (ℎ𝜇
𝜈𝜉𝜈);𝜇);𝜆 = (0 − (𝛿𝜉𝜈);𝜇);𝜆 = 0 

−2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜆𝜉𝜐 = −ℎ𝜇
𝜇;𝜈

𝜆𝜉𝜈 + ℎ𝜇
𝜈;𝜇

𝜆𝜉𝜐 = −ℎ𝜇
𝜇;𝜆

𝜈
+ ℎ𝜇

𝜈;𝜇
𝜆𝜉𝜐 

 

 



 :دوباره بنویسیم 1.109عبارت دوم را با استفاده از معادله  میتوانیم حال

ℎ𝜇
𝜇;𝜈

𝜆𝜉𝜈 = (ℎ𝜇
𝜈;𝜇𝜉𝜈)

;𝜆
− ℎ𝜇

𝜈;𝜇𝜉𝜈;𝜆 = 0 − (ℎ𝜇
𝜈

𝜉𝜈;𝜆);𝜇 + ℎ𝜇𝑣𝜉𝑣𝜆;𝜇

= (ℎ𝜆
𝜈𝜉𝜈;𝜇 + ℎ𝜆𝜇

;𝜇𝜉𝜐);𝜇 + ℎ𝜇𝑣𝜉𝑣𝜆;𝜇

= ℎ𝜇
𝜆;𝜇

𝜈
𝜉𝜐 + (−(ℎ𝜈

𝜆𝜉𝜇);𝜈 + ℎ𝜆𝜇
;𝜇𝜉𝜐))

;𝜇
+ ℎ𝜇𝜈𝜉𝑣𝜆;𝜇 

 

 :برابر صفر میشوندهمه عبارت ها به جز مورد اول 

(−(ℎ𝜈
𝜆𝜉𝜇);𝜈 + ℎ𝜆𝜇

;𝜇𝜉𝜐))
;𝜇

+ ℎ𝜇𝜈𝜉𝑣𝜆;𝜇

= 𝑅𝜎𝜇
𝜈𝜇ℎ𝜎

𝜆𝜉𝜐 + 𝑅𝜎𝜆
𝜈𝜇ℎ𝜇

𝜎𝜉𝜐 + ℎ𝜇𝜈𝑅𝜎
𝜇𝜈𝜆𝜉𝜎 − ℎ𝜈

𝜆𝑅𝜎𝜇
𝜈𝜇𝜉𝜎 = 0  

 

 .میاستفاده کرد رابطه ها نیو همچن 1.61 ، معادلهکیلینگ یو بردارها مانیما از تقارن تانسور ر

(1.110) ℎ𝜇
𝜇;𝜈𝜆 − ℎ𝜇

𝜇;𝜆𝜈 = 𝑅𝜎
𝜈𝜇𝜆ℎ𝜎

𝜇 + 𝑅𝜎
𝜈𝜇𝜆ℎ𝜇

𝜎 = 0 

 
(1.111) ℎ𝜆𝜇

;𝜈𝜇 − ℎ𝜆𝜇
;𝜇𝜈 = 𝑅𝜎𝜇

𝜈𝜇ℎ𝜎
𝜆 + 𝑅𝜎𝜆

𝜈𝜇ℎ𝜇
𝜎 

 

 در کل نشان دادیم:

(1.112) 2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]

𝜐𝜉𝜆 = (2ℎ𝜇
[𝜇;𝜈]𝜉

𝜆 − 2ℎ𝜇
[𝜇;𝜆]𝜉

𝜐);𝜈 

 

مرز  یبه انتگرال بر رو Σابر سطح  یدهد که انتگرال را بر رو یامکان را م نیو به ما ا این عبارت پادمتقارن است

 :میکن لیآن تبد

(1.113) 
− 

1

8𝜋
∫2ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]
𝜐𝜉𝜆

𝛴

𝑑𝛴𝜆

= − 
1

4𝜋
∫(ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]𝜉
𝜆 − ℎ𝜇

[𝜇;𝜆]𝜉
𝜐)

;𝜈
𝛴

𝑑𝛴𝜆 =

= − 
1

4𝜋
∫ (ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]

𝜕𝛴

𝜉𝜆 − ℎ𝜇
[𝜇;𝜆]

𝜉𝜈)𝑑𝛴𝜆𝜈 

 
 



 نیدر ح میتوانیمورد، م نیشود. در ا یم لیتشک 1.43 معادله مشابه 𝐵�� و ∞𝛴��مرز دوباره توسط دو سطح 

 :میکناستفاده  لدیتزشمختصات شوار از ∞𝛴�� یانتگرال رو

(1.114) 
− 

1

4𝜋
∫ (ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]

𝜕𝛴∞ 

𝜉𝜆 − ℎ𝜇
[𝜇;𝜆]

𝜉𝜈)𝑑𝛴𝜆𝜈

= − 
1

4𝜋
∫ (ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]

𝜕𝛴∞ 

𝜉𝜆 − ℎ𝜇
[𝜇;𝜆]

𝜉𝜈)
1

√−𝑔𝑡𝑡

𝜉[𝜆𝜌𝜈]𝑑𝛴

= lim
𝑟→∞

1

4𝜋
∫ ∫

1

2
(−ℎ𝜇

𝜇;𝑟 +
𝜋

0

2𝜋

0

ℎ𝜇
𝑟;𝜇)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜃

= lim
𝑟→∞

1

8𝜋
∫ ∫ 𝑔𝜇𝜈(−ℎ𝜇

𝜇;𝑟 +
𝜋

0

2𝜋

0

ℎ𝜇
𝑟;𝜇)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜃 

 

 تابعی ازاست که فقط  Mجرم کل  م،یریگ یکه در نظر م یراتییتغ ریتحت تأث لدیشوارتزش کیدر متر تیتنها کم

𝑔𝑡𝑡 ،𝑔𝑟𝑟 است: 

(1.115) 
lim
𝑟→∞

1

8𝜋
∫ ∫ 𝑔𝜇𝜈(−ℎ𝜇

𝜇;𝑟 +
𝜋

0

2𝜋

0

ℎ𝜇
𝑟;𝜇)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜃

= lim
𝑟→∞

1

8𝜋
∫ ∫ (−𝑔𝑡𝑡ℎ𝑡𝑡;𝑟−𝑔𝑟𝑟ℎ𝑟𝑟;𝑟

𝜋

0

2𝜋

0

+𝑔𝑟𝑟ℎ𝑟𝑟;𝑟)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜃

= lim
𝑟→∞

1

8𝜋
∫ ∫ (1 −

2𝑀

𝑟
) (−

2𝛿𝑀

𝑟2
)

𝜋

0

2𝜋

0

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜃 = 𝛿𝑀 

 

1با  ℎ𝑡𝑡که  ییاز آنجا

𝑟
1مربوطه با  ستوفلیکر یمتناسب است و نمادها 

𝑟2 از حد  میتوانیمتناسب است، م𝑟 → ∞ 

ℎ𝑡𝑡;𝑟 در نتیجه و میاستفاده کن = ℎ𝑡𝑡,𝑟 متناسب با  را ماندهیعبارات باق . علاوه بر آن 
1

𝑟3 اکنون با استفاده از

𝑑𝛴𝜇𝑣 = 𝑙[𝜈𝑛𝜈]𝑑𝐴  را حساب میکنیمبا انتگرال در افق: 



(1.116) 
− 

1

4𝜋
∫ (ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]

𝜕𝛴∞ 

𝜉𝜆 − ℎ𝜇
[𝜇;𝜆]

𝜉𝜈)𝑑𝛴𝜆𝜈

= −
1

8𝜋
∫(ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]
𝜉𝜆 − ℎ𝜇

[𝜇;𝜆]
𝜉𝜈)(𝑙𝜆𝑛𝜈

𝜕𝐵

− 𝑙𝜈𝑛𝜆)𝑑𝐴 =

=
1

4𝜋
∫ (−ℎ𝜇

[𝜇;𝜈]
𝑙𝜆 + 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆) (𝑙𝜆𝑛𝜈

𝜕𝐵

− 𝑙𝜈𝑛𝜆)𝑑𝐴

=
1

4𝜋
∫ (

1

2
ℎ𝜇

𝜇;𝜈𝑙𝜆 + 𝛺𝐻ℎ𝜇
[𝜇;𝑣]

𝜉𝜆) (𝑙𝜆𝑛𝜈

𝜕𝐵

− 𝑙𝜈𝑛𝜆)𝑑𝐴

= −
𝐴

4𝜋
𝛿𝜅 − 2𝐽𝐻𝛿𝛺𝐻 +

1

4𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆𝑑𝛴𝜆𝜈

𝜕𝐵

 

 
 

(. 1.53 )معادله میاستفاده کرده ا اهچالهیس یا هیتکانه زاو فیگرانش سطح و تعر رییتغ یبرا 1.95 ما از معادله

1انتگرال 

4𝜋
𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆 سطح -2 یرو𝜕𝛴∞ نوشت: ریتوان به صورت ز یرا م 

(1.117) 1

4𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆𝑑𝛴𝜆𝜈

𝜕𝛴∞

=
1

4𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
 𝑔𝑡𝜑𝑑𝛴

𝜕𝛴∞

 

 

عبارات غالب انتگرال به صورت 
1

𝑟
 یاز آن برا میتوانیانتگرال برابر با صفر است. ما م نیبنابرا و میل میکندبه صفر  

 دانیهر م یبرا 1.112 که معادله میاستفاده کن تیواقع نیو از ا میاستفاده کن Σبازگشت به ادغام در ابر سطح 

 است(: کیلینگاز معادله  میقمست جهینت کی نیبرقرار است )ا Killing یبردار

(1.118) 1

4𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆𝑑𝛴𝜆𝜈

𝜕𝐵

=
1

4𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ𝜇

[𝜇;𝑣]
𝜉𝜆𝑑𝛴𝜆𝜈

𝜕𝑆

 

(1.119) 
=

1

8𝜋
∫ 𝛺𝐻ℎ[𝜇;𝑣]

𝜇
𝜉𝜆𝑑𝛴𝜆𝜈

𝑆

= 0 

 

کنون از معادلات انتخاب شد. اگر ا 𝜉𝜇 یبردار دانیمماس بر م Σابرسطح  رایانتگرال برابر با صفر است ز نیآخر

 :به دست می آوریمرا  یینها جهینت م،یاستفاده کن نینشتیا

(1.120) 
𝛿 ∫

1

8𝜋
𝑅𝛿𝜇

𝜈𝑑𝛴𝜇

𝛴

= − ∫ 𝑇𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈𝜉𝜆𝑑𝛴𝜇

𝛴

− 𝛿𝑀 +
𝐴

4𝜋
𝛿𝜅 + 2𝐽𝐻𝛿𝛺𝐻 



 :دیآ یتکانه به دست م -یترم تانسور انرژ دلتای

(1.121) 
𝛿 ∫ 2𝑇𝜇

𝜈𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇

𝛴

= −2 ∫ 𝛺𝛿(𝑇𝜇
𝜈𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇)

𝛴

+ 2 ∫ 𝛺(𝑇𝜇
𝜈𝑢𝜈𝑑𝛴𝜇)

𝛴

= 2 ∫ 𝛺𝛿𝑑𝐽

𝛴

+ 2 ∫ 𝛿(((𝜀 + 𝑝)𝜈𝜇𝜈𝜈 + 𝑝𝑔𝜇
𝜈

𝛴

)𝑢𝜈𝑑𝛴𝜇)

= 2 ∫ 𝛺𝛿𝑑𝐽

𝛴

+ 2 ∫ 𝛿(𝑝𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇)

𝛴

+ 2 ∫ 𝑢𝜐𝛿

𝛴

((𝜇𝑛

+ 𝜃𝑠) 
1

−𝑔𝜅𝜆𝑢𝜅𝑢𝜆
𝑢𝜈 𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇)

= 2 ∫ 𝛺𝛿𝑑𝐽

𝛴

+ 2 ∫ 𝛿((𝜇𝑛 + 𝜃𝑠 + 𝑝)𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇

𝛴

+ 2 ∫(𝜇𝑛 + 𝜃𝑠)ℎ𝜅𝜆𝜈𝜅𝜈𝜆 𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇

𝛴

= 2 ∫ 𝛺𝛿𝑑𝐽

𝑆

+ 2 ∫ 𝜃̅𝑠𝑑𝛴

𝛴

+ 2 ∫ 𝜇̅𝛿𝑑𝛴

𝛴

+ 2 ∫ 𝑇𝜅𝜆ℎ𝜅𝜆 𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇

𝛴

 

 

استفاده 𝑑𝛴𝜇و  𝜉𝜇مکرراً از متعامد  نیکند. ما همچن یاستفاده م 𝑢𝜇چهار سرعته  الیس فیاول از تعر یتساو

 شود،یداده م یمجانب تینهایناظر در ب کیشده توسط  یریگاندازه یهاتیکم همه ی یینها در معادله ی. میکرد

 کندیحرکت م الیکه با س یناظر توسط یطور محلتکانه به - یموجود در تانسور انرژ یهاتیکه کم یدر حال

 :میکرده ا معرفی را𝜇̅  سرخبا انتقال  ییایمیش لیموضوع، پتانس نیا حیتوض ی. براشوندیم یریگاندازه

(1.122) 
𝜇̅ = √−𝑔𝜅𝜆𝑢𝜅𝑢𝜆𝜇 

 

 

 :𝜃̅ دمای اتنقال سرخ

(1.123) 
𝜃̅ = √−𝑔𝜅𝜆𝑢𝜅𝑢𝜆𝜃 

 

 

 :میکرده ا فیکند تعر یعبور م 𝑑𝛴𝜇را که از  الیس یا هیحرکت زاو رییتغ نیما همچن

(1.124) 𝛿𝑑𝐽 = −𝛿(𝑇𝜇
𝜈𝜉𝜈𝑑𝛴𝜇)  



 

 𝑑𝛴𝜇از  یدر تعداد ذرات عبور رییتغ

(1.125) 
𝛿𝑑𝑁 = 𝛿 (𝑠

1

√−𝑔𝜅𝜆𝑢𝜅𝑢𝜆
𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇) 

 

 

 

(1.126) 
𝛿𝑑𝑆 = 𝛿 (𝑠

1

√−𝑔𝜅𝜆𝑢𝜅𝑢𝜆
𝜉𝜇𝑑𝛴𝜇) 

 

 

 

 :میآور یرا بدست م لیفرانسیفرمول جرم د ر،ییهر دو تغ جیبا کنار هم قرار دادن نتا

(1.127) 
𝛿𝑀 =

𝜅

8𝜋
𝛿𝐴 + ∫ 𝛺𝛿𝑑𝐽

𝑆

+ 2 ∫ 𝜃̅𝛿𝑑𝑆

𝑆

+ ∫ 𝜇̅𝛿𝑑𝑁

𝑆

+ 𝛺𝐻𝛿𝑑𝐽𝐻 

 

 

داد که در مورد فضازمان  مینشان خواه یکنند. ما به زود یم فیرا توص اهچالهیس یدر انرژ راتییدو عبارت اول تغ

 الیس یکینامیترمود توزیع نرمال ماندهیاست. سه عبارت باق 1.40 نیکر، معادل عبارات موجود در فرمول بکنشتا

 الیس یکار انجام شده رو یدهد، دوم یرا م الیس بهمنتقل شده  یگرما یاول است. اهچالهیخارج از س ایده آل در

 یها از ب عبارت نیآن. همه ا یا هیتکانه زاو رییتغ یبرا الیس یکار انجام شده رو یتعداد ذرات و سوم رییتغ یبرا

 .شوند یم یریاندازه گ یمجانب تینها

 

 

 

 

 

 

 

 



 کر اهچالهیس یفرمول ها

. نوشتهکر  اهچالهیس کیبرای  نگیکارتر و هاوک ن،یتوسط بارد یفرمول هااین ه چگونه ک حال بررسی میکنیم

 :در نتیجه خواهیم داشتشود  یصفر م ممنتوم -یدر فرمول انتگرال، جمله تانسور انرژ

(1.128) 𝑀 = 2𝛺𝐻𝐽𝐻 +
𝜅

4𝜋
𝐴 

 

 

𝐽𝐻و  M نجایدر ا = 𝑀𝛼 ارائه شده است.  1.16هستند که در رابطه  ستیکوئندیل-ریدر مختصات بو ییپارامترها

𝛺𝐻توان نشان داد که  یکر، م اهچالهیناظران ساکن در اطراف س یمدارها لیو تحل هیبا تجز = 𝜔(𝑟+)  مساحت 

+A 4𝜋(𝑟 برابر افق
2 + 𝑎2)  میتوان یم ،1.128 روابط و معادله نیاست. با استفاده از ا κ از  یعرا به عنوان تاب

 :میکن انیکر ب کیمتر یپارامترها

(1.129) 

𝜅 = 4𝜋
𝑀 − 2𝛺𝐻𝐽𝐻

𝐴
= 𝑀 

1 − 2𝜔(𝑟+)𝑎

𝑟+
2 + 𝑎2

=
1 −

4𝑀𝑎2𝑟+

𝒜(𝑟+)

2𝑟+

=
𝑟+

2 − 𝑎2

2𝑟+(𝑟+
2 + 𝑎2)

=
𝑟+

2 − 𝑟+𝑟−

2𝑟+𝛼
=

𝑟+ − 𝑟−

2𝛼
 

 

 

 

 یبرا لیفرانسی. فرمول دمیبرابر با صفر استفاده کرد Q اهچالهیبا بار س 1.36 - 1.34طول محاسبه از معادلات  در

 :برابر مبشود باکر  اهچالهیس

(1.130) 𝛿𝑀 =
𝜅

8𝜋
𝛿𝐴 + 𝛺𝐻𝛿𝑑𝐽𝐻 

 

 

 یعبارات میتوان یهستند. مبه وضوح برابر با صفر  اهچالهیخارج از س الیکننده س فیهمانطور که تمام عبارات توص

 :میوارد کن κو   𝛺𝐻 یرا برا

(1.131) 𝛿𝑀 =
𝑎

𝛼
𝛿𝐽 +

𝑟+ − 𝑟−

16𝜋𝛼
𝛿𝐴 =

𝑎

𝛼
𝛿𝐽 +

𝑟+ − 𝑟−

4𝛼
𝛿𝛼 

 

 

 

= Qبا کر  اهچالهیس یقانون برا نیاول نیفرمول بکنشتا نیا هر دو نسخه از قانون اول  ن،یاست. بنابرا 0 

 .دهندیبه دست م یکسانی جهی، نتکر اهچالهیمورد س یبرا اهچاله،یس کینامیترمود



 

 قانون صفرم 1.4

 دادیدر افق رو 𝜅که گرانش سطح  میفرمول انتگرال ما نشان داد به دست آوردن در قسمتی از مراحل برای

 یکینامیترمود یدما در قانون اول مشابه با 𝜅که نقش  میدیکه قبلاً د ییساکن ثابت است. از آنجا اهچالهیس کی

 کی یکند برا یم انیکه ب هدد یرا به ما م کینامیقانون صفر ترمود اسیق نیاستاندارد است، ا کینامیدر ترمود

)مرتبط با  اهچالهیس کی یواقع یکیزیف ی. در واقع، دماستمیدما در کل ثابت است. س یدر تعادل حرارت ستمیس

 [8] نشان داده شده است: نگیکند( توسط هاوک یکه از خود ساطع م یاهیجسم س ابشت عیتوز

𝜅

2𝜋
 

 مورد بحث قرار خواهد گرفت. 1.6شود و در بخش  یم یناش یکوانتوم یکیاز اثرات مکان جهینت نیا

 

 قانون سوم 1.5

که  ستیمهم ن ،ی: با هر روشکارتر، هاوکینگ و بردین به دست آمد که بیان میکردقانون سوم توسط 

به صفر  اتیدنباله محدود از عمل کیبا را  κ اهچالهیاست که گرانش سطح س رممکنیآل باشد، غ دهیچقدر ا

 [1] .میبرسان

 یدما است، فقط کسانیاز قانون سوم استاندارد  ستبا فرمول نرن باًیعبارت تقر نیکه ا مینیبیم  

، همان عبارت 1.129کر )معادله  اهچالهیس یبرا κ انیب ی. براشودیم نیگزیبا گرانش سطح جا یکینامیترمود

و برابر با صفر است  یمنف ریغ κکه  میکن یبررس میتوان یم یکند( ما به راحت یصدق م ومنین-کر اهچالهیس یبرا

+𝑟 اکستریمال اهچالهیسفقط در مورد   =  𝑟−  =  𝑀 میخواهیم میفرض کن ن،یعلاوه بر ا κ  را با پرتاب ذرات

 اهچالهیس یا هیتکانه زاو شیاست که افزا یروش پرتاب آنها به روش نی. کارآمدترمیبه صفر برسان چالهاهیداخل س

هر ذره پرتاب شده  یبه ازا κ اهشتوان نشان داد که ک یذره به حداکثر برساند. سپس م کی نیجرم مع یرا برا

 [9] قانون ارائه کرد. نیبر ا یلیبعداً دل لیکند. اسرائ یم لیبه سمت صفر م κ رایز ابدی یداخل کاهش مبه 

کند  یم انیرسد. ب یبه نظر م رممکنیبدست آوردن معادل فرمول قانون سوم پلانک غ گر،ید یاز سو 

ستقل از ثابت دلخواه م یمقدار یرسد، آنتروپ یم طلقبه صفر م یکینامیترمود ستمیهر س یدما یکه وقت

حال، محاسبه  نیآورد. با ا یشود( به دست م یم میصفر تنظ ی)که معمولاً رو ستمیس یماکروسکوپ یپارامترها

   دارد. یبستگ اهچالهیاست که به وضوح به جرم س πM2 ی اکستریمال اهچالهیس کی یآنتروپ



𝑀2که  یصورت در  <  𝑎2 ای 𝑀2  <  𝑎2  +  𝑄2 ری، مقادنویمان-کرو  کر اهچالهیس یابر بیبه ترت 

𝑟+   و𝑟− جهان  هیتواند با بق یم اهچالهیس کیدر مرکز  ینگیوجود ندارد و تک گرید دادیشوند، افق رومی یموهوم

برهنه در جهان ما،  یها ینگیتک دشود. وجو یبرهنه شناخته م ینگیبه عنوان تک یمورد نیباشد. چن در ارتباط

نخواهد بود  ینیب شیقابل پ یبه صورت مجانب گریاست که فضازمان د یمعن نیعام، به ا تینسب هنیحداقل در زم

 تیکه با نسب ینگیاطلاعات از تک افتیپس از در هیاول یبا داده ها یمسئله کوش یراه حل برا کی)به عنوان مثال، 

مهم در مورد  جیاز نتا یاریبس یبرا یمجانب ینیب شیبگذارد(. پ ریتواند بر آن تأث یم ست،ین ینیب شیعام قابل پ

را  یهانیسانسور ک هی، پنروز فرض1965است. در سال  یمساحت، ضرور شیافزا هیها، از جمله قض اهچالهیس

 نکهیا [1] .وندظاهر ش یکیزیف یواقع طیتوانند تحت شرا یبرهنه نم یها ینگیکرد تک یم انیکرد که ب شنهادیپ

مانده است. قانون  یباق یتینسب کیزیپاسخ ف یب یپرسش ها نیاز مهم تر یکینه،  ایپابرجاست  هیفرض نیا ایآ

 یو حت کستریمالبه حالت ا کستریمالا ریغ اهچالهیس کیشدن  لیاحتمال تبد اهچاله،یس کیمنایسوم ترمود

 نیاست، هرچند ا یهانیاستدلال مهم به نفع سانسور ک کی نیکند، و بنابرا یبرهنه را رد م ینگیتک کیکمتر 

 [6] ماند. یم یقمتفاوت با یشده به روش جادیتواند باشد. ا یبرهنه م ینگیتک کیاحتمال وجود دارد که 

 

 تابش هاوکینگ و دمای سیاه چاله 1.6

 کیعام کلاس تینسب نهیدر زم اهچالهیس یاز دما یبخش تیرضا ریتفس چیهمانطور که قبلا ذکر شد، ه

 تینهایب یحمام حرارت کیآن را با  دیجسم، با کیبه  رصفریغ یکینامیترمود ینسبت دادن دما یاوجود ندارد. بر

 نی. اکندیتابش م کندیم افتیکه در ار ییو جسم همان مقدار گرما میبرسان یکینامیبا همان دما به تعادل ترمود

 ن،یآن فرار کند. بنابرا دادیاز افق روتواند  ینم زیچ چیه رایاست، ز رممکنیغ کیکلاس اهچالهیس کی یالبته برا

 ینشان داد که وقت 1974در سال  نگیحال، هاوک نیآن صفر است. با ا یکینامیترمود یتنها مقدار معقول دما

. کنندیتابش م κ/2π یبا دما یاهیمطابق با جسم س یفیبا ط هااهچالهیس شود،یدر نظر گرفته م یاثرات کوانتوم

  نگیهاوک لدیحل شوارتزشراه کیکلاس نهیزمپس یبر رو یکوانتوم دانیم کی لیو تحل هیزرا با تج جهینت نیاو ا

است. که در  افتهیتوسعه  Wilczek و Parikhکرد که توسط  میاستفاده خواه یمتفاوت کردیبه دست آورد. ما از رو

ته شده و تابش در نظر گرف WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) یکوانتوم هینظر کیکلاس مهیآن حد ن

 [10]  ,[4] شود. یدر نظر گرفته م اهچالهیذرات از س یبه عنوان تونل زن نگیهاوک

در  لدیشوارتزش اهچالهیس دادیاز افق رو رونیبمثبت به  یذره انرژ کی یتونل زن لیو تحل هیما تجز هدف

انجام  یدر داخل افق است. برا یمنف یذره انرژ کی یبه طور معادل، تونل زن ای یپوچ شعاع کیژئودز کیامتداد 

، 1.22 مناسب مختصات لیتبد کیاست. ما از  ازیدر افق مورد نبدون تکینگی مختصات  ستمیس کیکار،  نیا

 کرد: میاستفاده خواه Gullstrand-Painlev´eمختصات 



(1.133) 

𝑑𝑠2 = − (1 −
2𝑀

𝑅
) 𝑑𝑡2 + 2√

2𝑀

𝑅
𝑑𝑡𝑑𝑟 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝛺 

 

 

 :دیآ یبه دست م ریز لیبا تبد 𝑡𝑆 لدیاز مختصات زمان شوارتزش tمختصات زمان 

(1.134) 
𝑡 = 𝑡𝑆 + 2𝑀√2𝑀𝑟 + 2𝑀 ln

|√𝑟 − √2𝑀|

√𝑟 + √2𝑀
 

 

 

شود ثابت است )اما  یارائه م 1.133 که توسط معادله یمانده است. عنصر خط یباق رییبدون تغ یمختصات مکان

 یمنتقل م یمختصات زمان فیدر افق به تعر تکینگیاست )رفتار  بدون تکینگی( و در طول افق ستین ستایا گرید

به افق مناسب تر  کینزد یکیزیف یندهایفرآ یابیارز یرا برا Gullstrand-Painlev'eمختصات  یژگیو نیشود(. ا

 شود: یمختصات با معادله داده م نیدر ا یشعاع یته کیکند. ژئودز یم

(1.135) 
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= ±1 − √

2𝑀

𝑟
 

 

 

 است.  یورود کیژئودز کیبه  یو علامت منف یخروج کیعلامت مثبت مربوط به  نجایدر ا

 یبه نظر برسد، ما به زود یعیممکن است در ابتدا طب نگیهاوک برای تابش یتونل زن کردیکه رو یدر حال

 یبرا یعمولم تیموقع کی ست؟یکنند چ یذرات از آن عبور م یکه تونل ها ی: مانعمیشو یسوال روبرو م نیبا ا

ممنوع با اندازه محدود از  کیمنطقه کلاس کیاست که توسط  کیشامل دو نقطه عطف کلاس یکوانتوم یتونل زن

تواند در داخل افق  یم ،یمنف یبا انرژ یگریمثبت و د یبا انرژ یکیجفت ذره،  کیحال،  نیده اند. با اهم جدا ش

 یمثبت درست خارج از افق قرار گرفت، م یکه ذره انرژ ینشود و زما جادیبه آن ا کیبه طور دلخواه نزد دادیرو

 رونیاستدلال فقط در مورد درون و ب نیهم ،یمنف یذره انرژ یدور شود. برا اهچالهیاز س کیتواند به طور کلاس

است. اگر  کینقاط عطف کلاس نیب ییرسد که فاصله جدا یبه نظر م نیکند. بنابرا یافق رد و بدل شده صدق م

 اهچالهیکل س یانتشار، انرژ ندیسپس در طول فرآ[11] کند.  یم رییتغ تیوضع م،یرا اعمال کن یانرژ فظح حاًیصر

 نی. سپس شکاف بابدی یساس کاهش ما نیبر ا زیو شعاع افق آن ن ابدی یذره ساطع شده کاهش م یبا انرژ

آن تونل بزند.  قیاز طر دینقاط عطف است که ذره با نیب کیشعاع، منطقه ممنوعه کلاس دیو جد یاصل تیموقع

 ADMنشان دادند که اگر جرم کل  لچکیخود مسئول وجود مانع است. کراوس و و یتونل زن ندینظر فرآ نیاز ا

شده توسط  فیتوص کیدر امتداد ژئودز ω یاز انرژ یکند، ذره ا رییتغ هاهچالیدر فضازمان ثابت باشد و جرم س

𝑀)که  ییکند، جا یحرکت م 1.133معادله  − 𝜔) به جای  راM [12] . میکن یم نیگزیجا  



مخفف  Sکه  ییمتناسب است، جا  ,𝑒2 𝐼𝑚 𝑆با  WKB بیدر تقر ینشان داد که نرخ تونل زن یتوان به راحت یم

 کیژئودز کی یعمل را رو یالیقسمت خ دیفاکتور( با شی)بدون پ ین نرخ تونل زنبدست آورد یعمل است. برا

صفر  یا هیمثبت با تکانه زاو یک ذره انرژی. ما میکن یابیارز  𝑟𝑜𝑢𝑡 انیو نقطه پا 𝑟𝑖𝑛نقطه شروع  نیب یته یشعاع

 [12] عمل برابر است با: موهومیگرفت. قسمت  میرا در نظر خواه ( sموج)ذره با 

(1.136) 
𝐼𝑚𝑆 = 𝐼𝑚 ∫ 𝑝𝑟𝑑𝑟

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

= 𝐼𝑚 ∫ ∫ 𝑑𝑝′𝑟𝑑𝑟
𝑝𝑟

0

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

 

 

 

𝑑𝑟 لتونیمعادله هم طرفاکنون انتگرال را در دو 

𝑑𝑡
=

𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟
را از تکانه  انتگرال گیری ری. متغمیکن یم میضرب و تقس ′

M)با  را M که) دیاستفاده کن یخروج کیژئودز کی یبرا 1.135از معادله  همچنین م.یدهمی رییتغ یبه انرژ −

ω)   میکنیم(  نیگزیجاتا dr/dt  دیده رییرا تغ انتگرالشود و: 

(1.137) 
𝐼𝑚 𝑆 = 𝐼𝑚 ∫ ∫

1

𝑑𝑟
𝑑𝑡

𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟
′

𝑑𝑝′𝑟𝑑𝑟
𝑝𝑟

0

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

= 𝐼𝑚 ∫ ∫
1

1 − √2𝑀′
𝑟

𝑑𝑀′𝑑𝑟
𝑀−𝜔

𝑀

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

= −𝐼𝑚 ∫ ∫
1

1 − √2(𝑀 − 𝜔′)
𝑟

𝑑𝜔′𝑑𝑟
𝜔

0

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

 

 

 

′𝜔 به را ′𝜔 انتگرال، این موهومی قسمت ارزیابی برای − 𝑖𝜀 که دهیم، می تغییر 𝜀 کوچک دلخواه مثبت عدد یک 

 اکنون. به ترتیب کاهش می یابند مثبت انرژی جواب های که کند می تضمین ومیموه عبارت منفی علامت. است

1). کرد ارزیابی پیچیده تحلیل های روش از استفاده با را انتگرال خیالی بخش توان می − √
2(𝑀−𝜔′)

𝑧
)

−1

 را 

 :انتگرال میگیریم

(1.138) 
𝑅𝑒𝑠𝑧=2(𝑀−𝜔′)  

1

1 − √2(𝑀 − 𝜔′)
𝑧

=
1

𝑑 (1 − √2(𝑀 − 𝜔′)
𝑧 )

𝑑𝑧

=
1

1
2

√2(𝑀 − 𝜔′)
𝑧

= 4(𝑀 − 𝜔′) 

 



 

 است خواهیم داشت: 𝑟𝑜𝑢𝑡بزرگتر از  𝑟𝑖𝑛با توجه به اینکه 

 

(1.139) 
𝐼𝑚 𝑆 = −𝐼𝑚 ∫ 𝑖𝜋4 (𝑀 − 𝜔′)𝑑𝑟

𝜔

0

= ∫ 𝜋4 (𝑀 − 𝜔′)𝑑𝜔′
𝜔

0

= 4𝜋𝜔 (𝑀 −
𝜔

2
) 

 

 

 

 

 در نظر میگیریم. در این صورت خواهیم داشت: 1.1یک مسیر بسته همانند تصویر 

 

(1.140) 
𝐼𝑚 𝑆 = ∫ ∫

1

1 − √2𝑀′
𝑟

𝑑𝑀′𝑑𝑟
𝑀−𝜔

𝑀

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

 

 

 

 

 که انتگرال آن برار است با:

(1.141) 
𝑅𝑒𝑠

𝑧=
𝑟
2

 
1

1 − √2𝑧
𝑧

=
1

𝑑 (1 − √2𝑧
𝑟 )

𝑑𝑧

=
1

−
1
2

2√ 2
𝑧𝑟

= −𝑟 
 

 : مسیر بسته که بر روی ن قسمت موهومی کنش را اندازه گیری میکنیم1.1شکل 



 

 

(1.142) 
𝐼𝑚 𝑆 = −𝐼𝑚 ∫ 𝑖𝜋𝑟 𝑑𝑟

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

= ∫ 𝜋𝑟 𝑑𝑟
𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

= 4𝜋𝜔 (𝑀 −
𝜔

2
) 

 

 

 

𝑟𝑖𝑛که  مینیبب میتوان یم نیبنابرا = 2𝑀  و𝑟𝑜𝑢𝑡 = 2(𝑀 − 𝜔)  و شرط𝑟𝑖𝑛 > 𝑟𝑜𝑢𝑡یکیزیز نظر فا نیبرقرار است. ا 

 یشود و سپس به سمت داخل منتشر م یم جادیا هیافق اول تیاست که ذره درست خارج از موقع یمعن نیبه ا

ذرات  یتونل زن یتوان برا یمحاسبه مشابه را م کیشود.  یافق متوقف م دیجد تیشود و درست خارج از موقع

 یاست و کل انرژ یعلامت منف یدارا یته یشعاع کیحالت، ژئودز نیدر داخل افق انجام داد. در ا یمنف یانرژ

M یبه جا Mفضازمان  − ω  باM + ω دهد. هر  یرا به دست م ی. محاسبه همان نرخ تونل زنشودیم نیگزیجا

قبل از محاسبه نرخ  دیکنند و دامنه انتشار آنها با یکمک م اهچالهیسبه تابش  یمثبت و منف یدو کانال انرژ

 متناسب است: 𝑒−2 𝐼𝑚 𝑆با  WKBدر حد  Γهم جمع شوند. در هر صورت، نرخ انتشار  انتشار کل )مربع دامنه( با

 

(1.143) 
𝛤~𝑒−2 𝐼𝑚 𝑆~𝑒

−8𝜋𝜔(𝑀−
𝜔
2

)
 

 

 

مربوط به کاهش جرم آن توسط  یآنتروپ ریی، تغMبا جرم  لدیشوارتزش اهچالهیس کی یکه برا دیتوجه داشته باش

ω  برابر است با𝛥𝑆𝐵𝐻 = −8𝜋𝜔 (𝑀 −
𝜔

2
 جینتا نیا ،یآمار کیزیمتناسب است. از نظر ف 𝑒𝛥𝑆𝐵𝐻با  لیو نرخ گس (

، راه حل نیشود. در ا یم فیتوص 𝛥𝑆𝐵𝐻−یپبا آنترو یکروکانونیمجموعه م کیاست که توسط  تابشیمربوط به 

حال، اگر از عبارت  نیبرد. با ا یبا خود مرا  اهچالهیاز دست رفته توسط س یمقدار آنتروپ قاًیدق یخروج تابش

تابش مربوط  یحرارت فیط قاً یاست( دق یانرژ یبه بقا ازین جهیکه حضور آن در نت میکن صرف نظر 𝜔2متناسب با 

𝜅 لد،یشوارتزش چالهاهیس نگیهاوک یبه دما

2𝜋
=

1

8𝜋𝑀
به  اهچالهی. ما در بحث پارادوکس اطلاعات سدیآیبدست م 

 [10] .گشت میباز خواه جهینت نیا

چقدر موجه  میکرد اعمال جهینت نیبه دست آوردن ا یکه برا یهای که فرض میاکنون به طور خلاصه بحث کن

به طور  م،یکن یابیرد دادیتابش را به افق رو یوقت رایتوان معقول فرض کرد، ز یرا م کیکلاس مهیهستند. حد ن

تا  دهدیبه ما اجازه م نیشود. ا یم تینها یب نتقال به آبیدر ا قاًیو دق خواهد داشت یآببه  قابل توجه ای انتقال

. فرض فضازمان میکنیم هیرا توج کیکلاسمهیحد ن نیبنابرا م،یریمانند در نظر بگعنوان ذرات نقطهتشعشع را به

>> 𝜔ساکن ممکن است مشکل ساز به نظر برسد، اما حداقل در مورد   𝑀 رسد. در هر  یبه نظر م یمنطق

 گریحال دو مشکل د نیوجود دارد. با ا اهچالهیاز تشعشعات س نگیهاوک هیفرض توسط اشتقاق اول نیصورت، هم



 نیاست. ا یمتک Gullstrand-Painlev'eمختصات  ستمیاست. محاسبه به صراحت بر انتخاب س یهمچنان باق

در  یته یشعاع کیفقط ژئودز ن،یوک است. علاوه بر اعام مشک تیعام نسب انسیموضوع با توجه به اصل کووار

در نظر گرفته شود تا نرخ تونل  دیبا تونل زنیممکن  یرهایتوان تصور کرد که تمام مس یشود. م ینظر گرفته م

 مانند،یم یحل نشده باق Parikh-Wilczek کردیسوالات در چارچوب رو نیکه ا ی. در حالدیبه دست آ حیصح یزن

مورد بحث در بالا را بدون  جیتوانسته است نتا افت،یتوسعه  یژاکوب-لتونی با استفاده از معادله همکه بعداً یروش

ساکن  ریغ یها اهچالهیس میامکان تعم ن،یانتشار تکرار کند. همچن ریمس ایمختصات خاص  ستمیس کیبر  هیتک

 تحقیق نیده امتأسفانه فراتر از محدو یجاکوب-لتونیهم کردیرو یکند. بررس یرا فراهم م

 [14]  ,[11]  ,[13] است.
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