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 مقدمه  �1

�

 يمدار يا هیه تنها تکانه زاون، میکن یم بررسی یکوانتوم کیذره را در مکان کیکل  يا هیما تکانه زاو زمانی که

و  مینام یم نیکه ما آن را اسپ میمطالعه کن زیذره را ن یداخل يا هیبلکه تکانه زاوهمانند مکانیک کلاسیک) (

، به عنوان مثال آنمطالعه  نیو بنابراکمیتی بقادار است  نیکند که ذره در کدام حالت قرار دارد. اسپ یم نییتع

 يبا مطالعه همتا میکن یم ی، ما سعپروژه نیبرخوردار است. در ا يادیز تیاز اهم ،ذرات دهنده ي در برخورد

 یکار را با استفاده از تقارن انجام م نی. امیداشته باش یکوانتوم یکیمکانآن در از  يدرك بهتراسپین،  کیکلاس

 .میده

 نیا ،باشد متقارن رییتغ کیتحت  تیکم کیاگر  براي شروع بحث تقارن از یک ذره ي کلاسیک شروع میکنیم.

ما به تقارن معادلات  کیزیدر ف .است کسانی رییتغ نیقبل و بعد از ا یعنی، ثابت میماند لیتبد نیمقدار تحت ا

فضا  انتقال در، چرخش و خیزفضا زمان، مانند  يتقارن وجود دارد. تقارن ها ی. دو دسته اصلمیحرکت علاقه دار

 کیکه  دیریبگ، در نظر . به عنوان مثالسیدر الکترومغناط تبدیلات پیمانه ايمانند  یدرونهاي ، و تقارن زمان

 انتقال زمانبعد از  ایقبل  شیبدان معناست که انجام آزما نیاست. ا یزمان انتقالتقارن  يدارا یکیزیف ستمیس

 یاضیشکل ر رییتحت تغ کنش ایمعادلات حرکت  بقايامر منجر به  نی، ایاضیدارد. از نظر ر یکسانی جهینت باید

 .شود یم

 کنشما از  ،نیکرد. بنابرا دایرا پ ستمیس نیتوان معادلات حرکت مربوط به ا یم ستمیس کا مطالعه ي کنش یب

 ،تقارن ها قیاست. از طر ثابت کنش که تحت آنها میکن یرا مشاهده مآغاز میکنیم و انتقالاتی  ستمیس کی

کنش یک ذره ي در حال  کند و یم فیرا توص اسپین کیکلاس دانیم هیکه در نظر میکن یم فیرا توص یتیکم

 کیو ریسمان بعد  کی. ما با فشردن داراي اسپین است شدن یبه محض کمچرخش را به دست می آوریم که 

را در نظر  حیصح اسپین باریسمان را . ما میکن یم دایپ چرخشدر حال ذرات  يعمل برا کی، شده هیبعد تعب

. به میکن یم دای، پحیصح اسپین ذرات يبرا را کنش ما فقط نی، و بنابراکیبوزون يها یسمانر یعنی، میریگ یم

 زهیوانتک ایکرد که آ بررسی دی، بایا نهکند  یم فیرا توص نیمقدار اسپ کی ایآ نکهیا یبررس ي، برایطور کل

 . ریخ ایکند  یم یرا معرف نیآن اسپ کردن

 يها يفواصل کمتر و انرژ در اما زمانی که کرد فیتوص کیکلاس يتوان با مدلها یرا نم کیزیف يستمهایهمه س

 دی، بابالاتر يهایکوچکتر و انرژ یاستفاده کند. در فواصل حت یکوانتوم کیاز مکان دی، بابررسی میکنیم شتریب

تقارن  ،سمانیر هیو هم نظر یکوانتوم کیهم مکان یاضیر يمبنا، لحا نیرا به کار گرفت. با ا سمانیر هینظر

 است.



 

که از آن ها براي به دست آوردن  که تقاررن ها در سیستم هاي کلاسیک نشان دهنده ي یک کمیت بقادار است

بقادار که در آزمایش ها بررسی میکنیم،  ي. معمولا این مقادیراستفاده میکنیم و توضیح معادله ي حرکت

و اصولا عدد ن شیوه عمل میکنند یهستند مانند اندازه حرکت و انرژي. تقارن ها در مکایک کوانتوم هم به هم

س آن عکدارند اما  . کمیت هاي کلاسیک اصولا یک همتاي کوانتومیسیستم را مشخص میکند کوانتومی یک

که در سیستم کلاسیک آن به طور واضح مشخص ت کوانتومی است ن یک کمیمواره برقرار نیست. اسپیها علزوم

صیف میشوند که در این مقاله از آن تنها توتوسط بردار پائولی لوبانسکی یک کمیت، نیست. همتاي کلاسیک 

 براي ذرات جرم دار استفاده میکنیم. 

اندازه حرکت زاویه اي کل دز فیزیک کلاسیک مشابه اندازه حرکت زاویه اي مداري در کوانتوم است اما در 

 اندازه حرکت اسپینی چیزي است که اسپین راباید ادازه حرکت اسپینی را هم در نظر بگیریم. مکانیک کوانتوم 

اما از آنجایی که بعضی از کمیت  داردو هیچ تعریفی در مکانیک کلاسیک ن ددر مکانیک کوانتومی تعریف میکن

این کمیت در مکانیک کلاسیک، ها یکلاسیک پس از کوانتیزه شدن اسپین را نشان میدهند ما بیان میکنیم که 

 آوریم انیک کوانتوم به دست میکدرك بهتري از م آن هابا بررسی  ها داراي اسپین هستند که

 

 طرح مسئله �2

شوند.  یم یمعرف يتک ذره ا ستمیس کی نهیچگونه در زم نیاست که تقارن و اسپ نیا روژهپ نیا یسوال اصل

 دانیم هیبه نظر تیمتشکل از چند ذره و در نها يها ستمیس يها نیتقارن ها و اسپ فیبعدها به منظور توص نیا

توان از  یچگونه م نکهیتقارن و ا اتیت عملیاز اهم يبه درك بهتر یابیدستکار،  نی. هدف از اابدی یگسترش م

 یم نینوتر استفاده کرد. ما همچن ينوتر و بارها يها انیمانند جر پایسته يها تیکم افتنی يتقارن ها برا

 نیکرد. در ا فیتوص کیکلاس کیزیرا در ف یکوانتوم یکیمکان یژگیو کیتوان  یکه چگونه م میبدان میخواه

ما  یهدف اصل نیداده شده است. بنابرا حیتوض کیکلاس کیزیدر ف یکوانتوم یکیانمک تیکم نینامه اسپ انیپا

 .کیکلاس کیزیتقارن را در فبا  نیاسپ فیتوصدرك تقارن است و سپس 

 

 

 

 



 

 ذره ي نقطه اي �3

 

تبدیلات غیر نسبیتی تحت براي شروع، از یک ذره ي جرم دار آزاد استفاده میکنیم و ثابت میکنیم که کنش 

یک ذره ي آزاد را تحت تبدیلات گالیله بررسی ناورداست. براي این کار در ابتدا ناوردا بودن کنش  گروه پوانکاره

 میکنیم. کنش به صورت زیر تعریف میشود:

(3.1) 𝑆 = න 𝐿 𝑑𝑡 

 

 

انرژي  Uانرژي جنبشی و  Tدر آن لاگرانژي سیستم است و به صورت زیر تعریف میشود که در آن  Lکه 

 پتانسیل است. 

(3.2) 𝐿 = 𝑇 − 𝑈 
 

 

𝑈یک ذره ي آزاد براي  = ، فرم غیر نسبیتی کنش را براي یک ذره ي رم 3.1، پس با استفاده از معادله ي 0

 دار آزاد به دست می آوریم:

(3.3) 𝑆 = න 𝑇 𝑑𝑡 =
𝑚
2 න 𝑟⃗̇ଶ 𝑑𝑡 

 

 

 ، جرم اینرسی است. mبردار مکان و  r⃗که در آن 

در  اي است که جسم ینرسیمقاومت ا ینرسیجرم ا در این است که، یو جرم گرانش ینرسیجرم ا نیب تفاوت

 نیدر حجسم که  ییرویقدرت ن، یدهد و جرم گرانش یم نشان ، زمانی که به آن نیرو وارد میشودبرابر شتاب

را  یو جرم گرانش ینرسیجرم ا نیمعادل بودن ب شهای. همه آزمادکن یتجربه م یشگران دانیقرار گرفتن در م

و  ینرسیجرم ا نیتوان تفاوت ب یفرض توسعه داد که نم نیعام را با ا تینسب نینشتیکنند و آلبرت ا یم دییتأ

 [1]  داد. صیتشخ شیآزما قیرا از طر یگرانش

 

 

 

 



 

 تبدیلات گالیله �4

�

𝑆دو دستگاه مختصات حاکم بین  رابطه يتبدیلات گالیله  = (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)   و𝑆′ = (𝑡′, 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ،  در

در راستاي  v، ثابت باشد و دیگري با سرهت ثابت Sاگر یکی از آن ها، فیزیک غیرنسبیتی (نیوتونی) بیان میکند. 

x  از آن دور شود که در آنv  ،از سرعت نور کوچک تر است𝑣 ≪ 𝑐 در زمان ،𝑡଴ = 𝑡଴
ᇱ = هر دو دستگاه   0

𝑥଴در مرکز قرار دارند یعنی  = 𝑥଴
ᇱ = 0  [1] 

(3.4) 

൞

𝑥ᇱ = 𝑥 − 𝑣𝑡
𝑦ᇱ = 𝑦
𝑧ᇱ = 𝑧
𝑡ᇱ = 𝑡

→  ൝
𝑥̇ᇱ = 𝑥̇ − 𝑣

𝑦̇ᇱ =  𝑦̇
𝑧̇ᇱ =  𝑧̇

 

 

  

 در حال حرکتبا این حساب کنش در دستگاه 

 : دو دستگاه مختصات3.1



 

(3.5) 

𝑆ᇱ =
𝑚
2 න 𝑟⃗̇ଶ𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

=
𝑚
2 න (𝑥̇ᇱ, 𝑦̇ᇱ, 𝑧̇ᇱ)𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

=
𝑚
2 න {(𝑥̇ᇱ − 𝑣)ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ} 𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

=
𝑚
2 ቆන {𝑥̇ଶ + 𝑦̇ଶ + 𝑧̇ଶ}𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

+ න (𝑣ଶ − 2𝑥̇𝑣)𝑑𝑡
௧್

௧ೌ

ቇ

=
𝑚
2 න 𝑟⃗̇ଶ𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

+
𝑚𝑣
2 ൫𝑣(𝑡௕ − 𝑡௔) − 2 (𝑥(𝑡௕) − 𝑥(𝑡௔))൯ = 𝑆 + 𝜁 

 

 

�

 یک ثابت هست و برابر است با 𝜁در اینجا 

(3.6) 𝜁 =
𝑚𝑣
2 ൫𝑣(𝑡௕ − 𝑡௔) − 2 (𝑥(𝑡௕) − 𝑥(𝑡௔))൯ 

 

 

، میتوان از این جمله صرف نظر 𝑡௔و  𝑡௕در دو نقطه ي ابتدا و انتهایی یک مقدار ثابت است،  𝜁از ان جا که 

 چون در لاگرانژي بی اثر خواهد بود. پس کنش غیر نسبیتی، تخت تبدیلات گالیله ناورداست. کرد

�
 کنش نسبیتی ذره ي جرم دار  3.3

رنتس استفاده میکنیم. حال که در آن سرعت ها نزدیک به سرعت نئر هستند، از تبدیلات اوبراي یک سیستم 

را در راستاي مسیر ي نقطه اي نسبیتی  اي همچین سیستمی به دست می آوریم. ما کنش ذرهکنش را بر

 𝑡௕   [1]و  𝑡௔، و در دو نقطه ي انتهایی dsمتناسب با فاصله ي نسبیتی، حرکتش 

(3.7) 
𝑆 = 𝑎 න 𝑑𝑠

௧್

௧ೌ

 
 

 

با استفاده از متریک یک ثابت است که مقدار آن با توجه به حد غیر نسبیتی کنش به دست می آید.  aدر اینجا 

 فسکی، فاصله ي نسبیتی را به دست می آوریم.مینکو
 



 

(3.8) 

𝑔ఓ௩ = 𝜂ఓ௩ = ൮

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ 

 

 

(3.9) 𝑑𝑠ଶ = 𝑑xஜ𝑑𝑥ஜ = 𝑑xஜ𝜂ఓ௩𝑑x௩ =  −𝑑𝑡ଶ + 𝑑𝑥ଶ + 𝑑𝑦ଶ + 𝑑𝑧ଶ 
 

 

 

(3.10) 
𝑆 = 𝑎 න ට𝑑xஜ𝑑𝑥ஜ

௧್

௧ೌ

=
𝑎
𝑖

න 𝑖 ට𝑑xஜ𝑑𝑥ஜ

௧್

௧ೌ

= −𝑖𝑎 න ට−𝑑xஜ𝑑𝑥ஜ

௧್

௧ೌ

= −𝑖𝑎 න ඥ𝑑𝑡ଶ − 𝑑𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ − 𝑑𝑧ଶ
௧್

௧ೌ

= −𝑖𝑎 න ඥ1 − 𝑥̇ଶ − 𝑦̇ଶ − 𝑧̇ଶ 𝑑𝑡
௧್

௧ೌ

= −𝑖𝑎 න ඥ1 − 𝑟̇ଶ 𝑑𝑡
௧್

௧ೌ

 

 

 

𝑟̇نسبیتی  غیر در سرعت هاي ≪  :. حال میتوانیم از بسط تیلور استفاده کنیم1

(3.11) 
𝑆 ≈ −𝑖𝑎 න ቆ1 −

𝑟̇ଶ

2 ቇ 𝑑𝑡
௧್

௧ೌ

= −𝑖𝑎(𝑡௕ − 𝑡௔) +
𝑖𝑎
2 න

𝑟̇ଶ

2 𝑑𝑡
௧್

௧ೌ

 

 

 

𝑖𝑎(𝑡௕−عبارت  − 𝑡௔)  یک مقدار ثابت در دو نقطه ي انتهایی𝑡௕ و 𝑡௔  است پس میتوانیم از آن صرف نظر

 کنیم. که به این ترتیب ما کنش غیر نسبیتی زیر را به دست می آوریم:

(3.12) 
𝑆 =

𝑖𝑎
2 න 𝑟̇ଶ𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

=
𝑖𝑎
2 න 𝑟̇

ଶ
𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

 

 

 

 آزاد به دست می آوریم:، کنش نسبیتی را براي یک ذره ي جرم دار 3.3با مقایسه ي آن با کنش 

(3.13) 
𝑆 = −𝑚 න ට𝑑xஜ𝑑𝑥ஜ

௧್

௧ೌ

= −𝑚 න ඨ𝑑xஜ

𝑑𝜆
𝑑𝑥ஜ

𝑑𝜆

௧್

௧ೌ

𝑑𝜆 

 

 



 

𝜆مسیر ذره است. اگر  ، یک پارامتر 𝜆که  = 𝑡 :باشد ما به دست می آوریم 

(3.14) 
𝑆 = −𝑚 න ඥ−𝑥̇ଶ 𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

 

 

 

 

 معادله ي حرکت براي یک ذره ي آزاد   3.4

کند همانطور که دیدیم کنش نسبیت خاص براي همه ي سرعت ها صدق از آنجایی که ما در تلاش هستیم که 

بررسی حال معادله ي حرکت را . استدر حد سرعت هاي پایین  3.3برابر کنش غیر نسبیتی   3.14نسبیتی 

 میکنیم:

پیدا کردن معادله ي حرکت، کنش را در مسیر حرکت مینیمم میکنیم و معادله ي اویلر لاگرانژ را به دست براي 

 [1]  می آوریم:

(3.15) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕𝑞௜̇

−
𝜕ℒ
𝜕𝑞௜

= 0 

 

 

 مختصات تعمیم یافته است. 𝑞௜که 

 ما معادله ي زیر را به دست می آوریم: 3.3با استفاده از کنش 

(3.16) 𝑚𝑟̈௝ = 0  
 

 

𝑗در نظر گرفتن سه مختصه ي با  = 𝑥, 𝑦, 𝑧  صفر ، در صل قانون دوم نیوتون را در زمانی که محموع نیروها

 به دست می آوریم: زمانی که هیچ نیروي خارجی اي بر روي ذره عمل نمیکند: است

(3.17) 𝑚𝑟̈ = 0 →  𝑟̈ = 0 
 

 

𝜆و  3.1و  3.14داده میشود. با مقایسه ي  3.13کنش توسط معادله ي براي یک ذره ي نسبیتی  = 𝑡 ،

 :لاگرانژین براي یک ذره ي نسبیتی آزاد به دست می آید

(3.18) 𝐿 = −𝑚ඥ−𝑥̇ଶ 
 

 

 



 

 به دست می آوریم: ، معادله ي حرکت زیر رااستتفاه از معادله ي اویلر لاگرانژبا 

(3.19) Ẍୟ =
ẋẍ
ẋଶ ẋୟ 

 

 

 

(3.20) 
xஜ = (𝑡, 𝑟 ) → ൫0, 𝑟̈ ൯ = −

𝑟̇. 𝑟̈

1 − 𝑟̇
ଶ (1, 𝑟̇) 

 

 

𝑟̇در حد غیر نسبیتی  ≪ 1 

(3.21) 
൫0, 𝑟̈ ൯ = −

𝑟̇. 𝑟̈

1 − 𝑟̇
ଶ ൫1, 𝑟̇൯ →  −

0. 𝑟̈
1 − 0ଶ ൫1, 𝑟̇൯ = ൫0, 0൯ →  𝑟̈ = 0 

 

 

 است، نسبیت خاص براي سرعت هاي پایین نیز برقرار است.همانند مقدار غیر نسبیتی این مقدار 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 گروه لورنتس 4

xஜچهار بردار گروه لورنتسی گروهی است که  = (t, xത)  در گروه تبدیل میکندرا توسط خیز و چرخش .

دور یک محور ثابت. تبدلات و سه چرخش  در راستاي یک محور لورنتسی، شش مولد وجود دارد، سه خیز

Λ஝لورنتس را با 
ஜ:[2]  ، و چهار بردار تحت تبدیل لورنتس به صورت زیر نمایش داده میشود 

(4.1) x′ஜ = Λ ஝
ஜ  xஜ 

 
 

تحت تاثیر خیز یا  ’Sیک دستگاه ساکن است و  Sکه  است ’S دستگاهیک چهار بردار در  x′ஜکه در آن 

 چرخش است که لورنتس بر روي آن عمل کرده است.

 

 خیز  4.1

بر  در راستاي یک محور است. 𝑣حرکت با سرعت ثابتدر حال  ’Sتحت تاثیر خیز باشد، در این صورت  ’Sاگر 

برابر  xخلاف تبدیلات گالیله، سرعت میتواند نزدیک سرعت نور باشد. در اسن صورت تبدیل لورنتس در راستاي 

  است با:

(4.2) 

Λ ஝
ஜ = ተ

γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

ተ 

 

 

 

(4.3) γ = (1 − βଶ)ିଵ
ଶ ;  β =

v
c 

 

 

 میتوانیم چهار بردار را در دستگاه خیز یافته بنویسیم: ���با استفاده از 

(4.4) 

xᇱஜ = ൦

𝑡′
x′
y′
z′

൪ = ተ

γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 ∞ 0 1

ተ ൦

𝑡
x
y
z

൪ = ൦

γ(𝑡 − βx)
γ(−βt + x)

y
z

൪ 

 

 

 



 

(4.5) 

→  xᇱ̇ஜ = ൦

γ(1 − βẋ)
γ(−β + ẋ)

ẏ
ż

൪ 

 

 

 کنش را براي یک ذره ي جرم دار آزاد در یک سیستم خیز یافته به دست می آوریم: 3.14استفاده از با 

(4.6) 
𝑆ᇱ = −𝑚 න ටxஜ̇′ 𝑥ஜ′̇ 𝑑𝑡

=  −𝑚 න ඥγଶ(1 − βẋ)ଶ − γଶ(−β + ẋ)ଶ − ẏଶ − żଶ 𝑑𝑡

= −𝑚 න ඥγଶ(1 − 2βẋ + βଶẋଶ − βଶ + 2βẋ − ẋଶ) − ẏଶ − żଶ 𝑑𝑡

= −𝑚 න ඥ(1 − βଶ)ିଵ(1 − βଶ)(1 − ẋଶ) − ẏଶ − żଶ 𝑑𝑡

=  −𝑚 න ඥ1 − ẋଶ − ẏଶ − żଶ 𝑑𝑡 = −𝑚 න ටxஜ̇′ 𝑥ஜ′̇ 𝑑𝑡 = 𝑆 

 

 

 لورنتس براي یک خیز در یک جهت دلخواه برابر است با:تبدیل 

(4.7) 

Λ ஝
ஜ =

ተ

ተ

ተ

γ −γ −γβ୷ −γβ୸

−γβ୶ 1 + (γ − 1)
𝛽௫

ଶ

𝛽ଶ (γ − 1)
β୶β୷

𝛽ଶ (γ − 1)
β୶β୸

𝛽ଶ

−γβ୷ (γ − 1)
β୷β୶

𝛽ଶ 1 + (γ − 1)
𝛽௬

ଶ

𝛽ଶ (γ − 1)
β୷β୸

𝛽ଶ

−γβ୸ (γ − 1)
β୷β୶

𝛽ଶ (γ − 1)
β୷β୶

𝛽ଶ 1 + (γ − 1)
𝛽௬

ଶ

𝛽ଶ

ተ

ተ

ተ

 

 

 

β௜که در آن  = ௩೔
௖

 است.   

 

 

 

 



 

 چرخش حول یک محور ثابت   4.2

  حول یک محور دوران داشته است. θبه اندازه ي که  Sنسبت به دستگاه  ’Sدستگاه  

 ، که تبدیل لورنتس در آن به صورت زیر داده میشود:z حول محور θیک چرخش به اندازه ي 

 

(4.9) 
Λ ஝

ஜ = ተ

1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 sin θ cos θ 0
0 0 0 1

ተ 

 

 

 ، چاربردار در سیستم دوران یافته به صورت زیر است:4.1ده از ااستفبا 

(4.10) 

xᇱஜ = ൦

𝑡ᇱ

xᇱ

yᇱ

zᇱ

൪ = ተ

1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 sin θ cos θ 0
0 0 0 1

ተ ൦

𝑡
x
y
z

൪ = ൦

𝑡
x cos θ − y sin θ 
x sin θ + 𝑦 cos θ

z

൪ 

 

 

 

(4.11) 
ẋᇱஜ = ൦

1
ẋ cos θ − ẏ sin θ 
ẋ sin θ + 𝑦̇ cos θ

ż

൪ 

 

 zدوران حول محور   4.1شکل



 

 

به دست می یک سیستم در حال چرخش کنش را براي یک ذره ي جرم دار آزاد در  3.14حال با استفاده از 

 :آوریم

 

𝑆ᇱ = −𝑚 න ටxஜ̇′ 𝑥ஜ′̇ 𝑑𝑡

=  −𝑚 න ඥ1 − (ẋ cos θ − ẏ sin θ)ଶ − ẋ sin θ + 𝑦̇ cos θଶ + żଶ 𝑑𝑡

= −𝑚 න ඥ1 − ẋଶ cosଶ θ + 2ẋ ẏcos θ sin θ − ẏଶ sinଶ θ − ẋଶ sinଶ θ − 2ẋ ẏcos θ sin θ − ẏଶ cosଶ θ − żଶ 𝑑𝑡

= −𝑚 න ඥ(1 − ẋଶ)(cosଶ θ + sinଶ θ) − ẏଶ(cosଶ θ + sinଶ θ) − żଶ 𝑑𝑡

=  −𝑚 න ඥ1 − ẋଶ − ẏଶ − żଶ 𝑑𝑡 = −𝑚 න ටxஜ̇′ 𝑥ஜ′̇ 𝑑𝑡

= 𝑆                                                                                                                                    (4.12) 

تحت دوران ناورداست. دوران را به صورت تعمیم یافته در سه بعد میتوان به صورت زیر نمایش پس کنش 

 [3]  داد:

(4.13) 

Λ ஝
ஜ = ተ

1 0 0 0
0 𝑅ଵଵ 𝑅ଵଶ 𝑅ଵଷ
0 𝑅ଶଵ 𝑅ଶଶ 𝑅ଶଷ
0 𝑅ଷଵ 𝑅ଷଶ 𝑅ଷଷ

ተ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

 گروه پوانکاره 5

تحت تبدیل لورنتس نشان دادیم. حال میخواهیم ناوردا بودن  ����تا اینجا ناوردا بودن کنش را در معادله ي 

 کنش را تحت تبدیلات گروه پوانکاره نشان دهیم.

با ده مولد  یآبل ریغ یگروه ل یکیاست. گروه پوانکاره که  ینکوفسکیفضازمان م يهايزومتریگروه پوانکاره گروه ا

ده مولد آن شامل سه مولد  نیزمان است؛ بنابرا-ضادر ف جابجاییلورنتس به علاوه  لاتیاست در واقع گروه تبد

شش مولد گروه  نجاای تاˬ�فضا) ي(در سه راستا سلورنت زیخ يدوران (حول سه محور فضا)، سه مولد برا يبرا

در  ییجابجا يمولد برا کیدر فضا و  ییجابجا يزمان (سه مولد برا-در فضا ییجابجا براي مولد چهار و س،لورنت

 [4]  زمان) است.

 

 انتقال 5.1

 انتقال یک جابه جایی در فضا زمان است.

 

 : انتقال در فضا5.1شکل

 



 

 زمان به صورت زیر است:-به فضل 𝑎ஜبه زبان ریاضی یک انتقال به معنی اضافه کردن مقدار ثابت 

(5.1) xஜ → xஜ + aஜ 
 

 

کنیم که کنش براي یک ذره ي آزاد، تحت  بتثابت است، به راحتی میتوانیم ثا یک مقدار 𝑎ஜاز آنجایی که 

 انتقال ناورداست

(5.2) 
𝑆 = −𝑚 න ට𝑥̇ఓ𝑥̇ఓ 𝑑𝑡 →  −𝑚 න ඨ−

𝑑
𝑑𝑡

(xஜ + aஜ) 
𝑑
𝑑𝑡 ൫𝑥ஜ + 𝑎ஜ൯ 𝑑𝑡

= −𝑚 න ට𝑥̇ఓ𝑥̇ఓ 𝑑𝑡 = 𝑆  

 

 

 همین دلیل تحت همه ي تبدیلات گروه پوانکاره ناورداست.تحت انتقال ناورداست و به ) 3.14( بنابراین کنش

 کنش غیر نسبیتی یک ذره ي جرم دار آزاد تحت انتقال ناورداست

(5.3) ൜𝑟 →  𝑟 + 𝑎
𝑡 → 𝑡 + 𝑎଴

 

 

 

 ، ثابت هستند.𝑎଴و  𝑎که در آن 

(5.4) 
𝑆 =

𝑚
2 න 𝑟̇ଶ𝑑𝑡 →

𝑚
2 න ൭

𝑑
𝑑𝑡

(𝑟 + 𝑎)൱
ଶ

𝑑𝑡 =
𝑚
2 න 𝑟̇

ଶ
𝑑𝑡 = 𝑆 

 

 
 

 

 

 

 



 

�قضیه ي نوتر  6
اگر آن را کمی که در  میابیرا ب یتیکم دییایاست. حال ب ناورداره اپوآنک راتیی) تحت تغ3.14(ما ثابت کردیم که 

ررسی کنیم اما ب دانیم هیدر نظررا نوتر  هیقض دی، ما باکار نیانجام ا يذره را مشخص کند. برااسپین یک   کنیم،

 ابتدا این قضیه را در حالت ساده محاسبه میکنیم. 

 قضیه ي نوتر در مکانیک کلاسیک 6.1

در نظریه هاي کلاسیک بیان کننده ي یک کمیت بقادار هست. با استفاده از قضیه ي نوتر میتوانیم این تقارن 

𝑓با استفاده از یک تابع دلخواه مقدار را به دست بیاوریم.  = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦ᇱ)   ႝبا لاگرانژین = ႝ (𝑡, 𝑞, 𝑞̇) .

 [5]  لاگرنژین تحت تبدیلاتبا فرض ناوردا بودن 

(6.1) ൜ 𝑡 →  𝑡̃ = 𝑡 + 𝛿𝑡
𝑞௞ → 𝑞௞෦ = 𝑞௞ + 𝛿𝑞௞

 

 

 

 ηو  ξمولد مختصات تعمیم یافته است. فرض کنید که این تبدیلات داراي  𝑞௞در ان مولفه ي زمانی و  tکه 
 هستند که در آن:

(6.2) ൜ 𝛿𝑥 = 𝜖ξ
𝛿𝑞௞ = 𝜖η୩

 

 

 

 خواهیم داشت: Jیک مقدار ثابت است. با به دست آوردن جریان تویتر  𝜖که در آن 

(6.3) 
𝑗 =

𝜕ℒ
𝜕𝑞௞̇

η୩ + ൬ℒ −
𝜕ℒ
𝜕𝑞௞̇

𝑞௞̇൰ ξ = p୩η୩ − ൫p୩𝑞௞̇ − ℒ൯ξ = pη − Hξ 

 

 

 ونی است.هامیلت Hاست و  𝑞௞امین مختصات تعمیم یافته یعنی  kاندازه ي حرکت براي  𝑝௄که در آن 

 

 قضیه ي نوتر در نظریه ي میدان 6.2

، از tمیکنیم و به جاي استفاده از  به مقادیر پیوسته تبدیلبراي رسیدن به نظریه ي میدان، مقادیر گسسته را 

هست و به اسن ترتیب لاگرانژي برابر  Φاستفاده میکنیم. مختصه ي پیوسته ي تعمیم یافته  xஜچاربردار 

ႝخواهد بود با:  = ႝ (xஜ, Φ, 𝜕ఓΦ) که در آن .𝜕ఓ  نشان دهنده ي مشتق نسبت به چاربردار xஜ . 

 با فرض ناوردا بودن چگالی لاگرانژي تحت تبدیل، خواهیم داشت: 



 

(6.4) ൜  xஜ → xஜ෪ = xஜ + 𝛿xஜ

Φ௞(𝑥̅) →  Φ௞෪ (𝑥̅) = Φ௞(𝑥̅) + 𝛿Φ௞(𝑥̅) 

 

 

 هستند که در آن: ηو  ξفرض کنید که این تبدیلات داراي مولد علاوه بر این 

(6.5) ൜
𝛿xஜ = 𝜖ξஜ

𝛿Φ௞(𝑥̅) = 𝜖η୩(𝑥̅) 

 

 

 [4]  خواهیم داشت: jஜویتر ناورداي نیک مقدار ثابت است. با به دست آوردن جریان  𝜖که در آن 

(6.6) 
jஜ =

𝜕ℒ
𝜕൫𝜕ఓΦ୩൯

η୩ − Tஜ஝ξ஝ 

Tஜ஝ =
𝜕ℒ

𝜕൫𝜕ఓΦ୩൯
𝜕஝Φ୩ − gஜ஝ℒ 

 

 

 انرژي است که به صورت زیر تعریف میشود: تنش تانسوري Tஜ஝که در آن 

T௜௝ = ተ
𝑇଴଴ 𝑇଴ଵ 𝑇଴ଶ 𝑇଴ଷ

𝑇଴ଵ 𝑇ଵଵ 𝑇ଵଶ 𝑇ଵଷ

𝑇଴ଶ 𝑇ଶଵ 𝑇ଶଶ 𝑇ଶଷ

𝑇଴ଷ 𝑇ଷଵ 𝑇ଷଶ 𝑇ଷଷ

ተ 

 که در آن 

x 𝑇଴ଵ ،𝑇଴ଶ ،𝑇଴ଷ ،𝑇଴ଵ ،𝑇଴ଶ  و𝑇଴ଷ  چگالی ممنتوم 

x 𝑇଴଴ لی انرژياچگ 

x 𝑇ଵଵ ،𝑇ଶଶ  و𝑇ଷଷ فشار 

x 𝑇ଶଵ ،𝑇ଷଵ  و𝑇ଷଶ ممنتوم شار 

x 𝑇ଵଶ ،𝑇ଵଷ  و𝑇ଶଷ تنش 

  که ناورداست و به شکل زیر تعریف میشود: یک مفهومی به نام بار نویتر معرفی میکنیمعلاوه بر آن 

(6.7) 𝑄 = න 𝑑ଷ𝑥෤ 𝑗଴ 

 

 

 



 

  اسپین پائولی لوبانسکی 7

 اسپین پائولی لوبانسکی  7.1

ما به دنبال یک مقدار کلاسیکی هستیم که تحت تبدیلات گروه پوانکاره ناورداست و اگر کوانتیزه شود اسپین 

به عنوان بار نوتر براي جریان ، 𝐽஝஡ذره را به ما نشان میدهد. حال براي اینکار با اندازه حرکت زاویه اي کل یعنی 

 ، تحت تبدیلات لورنتس.𝒥ஜ,஝஡تغییر یافته ي نوتر، 

 در نظر میگیریم که تحت تبدیلات لورنتس ناورداست را  حال چگالی لاگرانژ

(7.1) xஜ → x′ஜ = Λ ஡
ஜ  x஡ = ቀδ ஡

ஜ − ω  ஡
ஜ + 𝒪(ωଶ)ቁ  x஡

≈ δ ஡
ஜ  x஡ − ω  ஡

ஜ  x஡ =  xஜ − ω  ஡
ஜ  x஡ 

 

 

ω  ஡در اینجا 
ஜ کمیتی پادمتقارن است 4و علاوه بر آن طبق پیوست  کمیتی محدود استω஡஝ = ω஝஡ 

متقارن  پاد يعلامت مبادله کرد، اگر تانسور رییرا بدون تغ اندیستوان دو  یماگر یک تانسور متقارن باشد، 

 داد. ریی، علامت را تغاندیسبا مبادله دو  دیباشد، با

(7.2) ൜ 𝐴ఓఔ = 𝐴ఔఓ  →  𝐴ఓఔ: 𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐
𝐴ఓఔ = −𝐴ఔఓ  →  𝐴ఓఔ: 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 

 

 

 

که تحت تبدیلات لورنتس ناورداست را به دست می  jஜبا استفاده از نوتر در نظریه ي میدان، جریان نوتر یعنی 

 آوریم.

(7.3) jஜ = −Tஜ஝൫ω஝஡ x஡൯ =
1
2 ൫Tஜ஝ω஝஡ x஡ + Tஜ஝ω஝஡ x஡൯

=
1
2 ൫Tஜ஝ω஝஡ x஡ − Tஜ஝ω஡஝ x஡൯

=
1
2 ω஝஡(Tஜ஝ x஡ − Tஜ஡ x஝) 

 

 

از آنجایی که 
ଵ
ଶ

ω஝஡  از آن صرف نظر کنیم و جریان نوتر تغییر یافته را یعنی یک مقدار ثابت است، میتوانیم

𝒥ஜ,஝஡ .به دست بیاوریم 



 

(7.4) 𝒥ஜ,஝஡ = Tஜ஝ x஡ − Tஜ஡ x஝ 
 

 

به عنوان تکانه ي زاویه اي  𝐽஝஡کل تعریف میشود و بار نوتر تکانه ي زاویه اي چگالی را به عنوان  𝒥ஜ,஝஡عبارت 

 کل تعریف میشود:

(7.5) 𝐽஝஡ = න 𝑑ଷ𝑥 𝒥଴,஝஡ 

 

 

تکانه ي زاویه اي کل، تحت تبدیلات لورنتس ناورداست. با این حال تحت انتقال ناوردا نیست. با استفاده از پس 

 ) به دست می آوریم:5.1زمان (-انتقال در فضا

(7.6)  

𝒥଴,஝஡ =  x஡T଴஝ −  x஝T଴஡ → ( x஡ +  a஡)T଴஝ − ( x஝ +  a஝)T଴஡

=  x஡T଴஝ −  x஝T଴஡ +  a஡T଴஝ −  a஝T଴஡

= 𝒥଴,஝஡ +  a஡T଴஝ −  a஝T଴஡ ≠ 𝒥଴,஝஡ 
 

 

 

(7.7) 𝐽஝஡ →  𝐽஝஡ +  a஡P஝ −  a஝P஡ ≠ 𝐽஝஡  

 

 

 به شکل زیر تعریف میشود: Pஜکه در آن تکانه ي 

(7.8) Pஜ = න 𝑑ଷ𝑥 T଴ஜ 

 

 

را  𝑊ஜ ،، تحت انتقال ناوردا نیست پس در این جا بردار اسپین پائولی لوبانسکی𝐽஝஡پس تکانه ي زاویه اي کل، 

 [6]  .معرفی میکنیم که تحت انتقال ناورداست

(7.9) 𝑊ஜ ≔
1
2 𝜖ఓఔఘఙ𝐽ఔఘ𝑃ఙ 

 

 

𝜖ఓఔఘఙ چویتا که به صورت زیر تعریف میشود:-پادمتقارن است و از آن به عنوان لوي 



 

(7.10) 
𝜖௜௝௞௟ = ൝

1 → if i, j, k, l is an even permutation of (1, 2, 3, 4) 
−1 → if i, j, k, l is an odd permutation of (1, 2, 3, 4)

0 → otherwise 
 

 

 

به دست  5. با توجه به ضمیمه ي 5تحت انتقال در ضمیمه ي بردار اسپین پائولی لوبانسکی اثبات ناوردا بودن 

 می آوریم:

(7.11) 𝐽ఔఘ = −𝐽ఘఔ 
 

 

 را پیدا میکنیم: 𝑊ఓرا پیدا میکنیم. به همین ترتیب  A.5  ،𝑊଴در 

(7.12) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑊଴ = 𝐽ଵଶ𝑃ଷ + 𝐽ଷଵ𝑝ଶ + 𝐽ଶଷ𝑃ଵ

𝑊ଵ = 𝐽ଶ଴𝑃ଷ + 𝐽଴ଷ𝑝ଶ + 𝐽ଶଷ𝑃ଵ

𝑊ଶ = 𝐽଴ଵ𝑃ଷ + 𝐽ଷ଴𝑝ଶ + 𝐽ଵଷ𝑃ଵ

𝑊ଷ = 𝐽ଵ଴𝑃ଷ + 𝐽଴ଶ𝑝ଶ + 𝐽ଶଵ𝑃ଵ

 

 

 

یک ذره ي جرم دار برابر است با: سکوندستگاه تکانه در   

(7.13) 𝑃ఓ = ൫𝐸଴, 0൯ = ൫𝑚, 0൯ 
 

 

𝐸଴  انرژي ذره در حالت ساکن وm  بردار اسپین پائولی  7.13و  7.12جرم سکون ذره است. با استفاده از

 لوبانسکی را در چارچوب سکون یک ذره ي جرم دار به دست می آوریم

(7.14) 𝑊ஜ = (0, 𝑚𝐽ଶଷ, 𝑚𝐽ଵଷ, 𝑚𝐽ଶଵ) = ൫0, 𝑚𝐽௫, 𝑚𝐽௬, 𝑚𝐽௭൯ = ൫0, 𝑚𝐽൯ 
 

 

در چارچوب سکون  𝐽بردار اسپین پائولی لوبانسکی متاسب با اندازه جرکت زاویه اي کل، یعنی پس در نتیجه 

 ذره است.

 

 اسپین پائولی لوبانسکیکوانتیزه کردن  7.2

و آن را به صورت زیر تعریف  پارامتریزه کنیم 𝐴ఈبراي سري عملگرهاي  را 𝐴ଶحال میخواهیم عملگر کازیمیر 

 میکنیم:

(7.15) 𝐴ଶ = 𝐴ఈ𝐴ఈ ;  𝛼 ∈ {1, … , 𝑛}  



 

 

در آن ناوردا است،  𝐴ఈو علاوه بر آن تحت هر تبدیلی که  ها جابه جا میشود 𝐴ఈ، با همه ي 𝐴ଶعملگر کازیمیر 

 ناورداست.

𝑊௜کمیتی بقادار است، عملگر کازیمیر  Σ୬W୬ஜکل،  اسپین پائولی لوبانسکیاز آنجا که 
ଶ  براي اسپین پائولی

 به دست می آوریم: 7.14ام است. پس با نگاه به دستکاه مرکز جرم . استفاده از iبراي ذره ي  𝑊௜ஜلوبانسکی، 

(7.16) 𝑊௜
ଶ = 𝑊௜

ஜ𝑊௜ஜ = −0 + 𝑚ଶ𝐽௜
ଶ

= 𝑚ଶ𝐽௜
ଶ
 

 

 

 در دستگاه لخت ذره

(7.17) 𝐿 = 0 →  𝐽 = 𝐿 + 𝑆 = 𝑆 
 

 

𝐿  اندازه حرکت مداري و𝑆  به دست می آوریم که در نظریه ي  7.17اندازه حرکت اسپینی است. با استفاده از

𝑊௜میدان کوانتومی، 
ଶ ویژه مقدار اسپینی دارد 

(7.18) 𝑊௜
ଶ𝛹 = 𝑚ଶ𝑠௜(𝑠௜ + 1)𝛹 

 
 

 𝛹 نمایانگر حالت فیزیکی و𝑠௜ عدد کوانتومی اسیپینی ذره ي ،i  .است 

از آنجا که چرخش بیانگر اسپین یک ذره ي جرم دار است.  𝑊ଶ حال مشاهده کرده ایم که عملگر کازیمیر 

در  يا هیو متناسب با حرکت زاواست،  ناورداره اپوانک بدیلاتتحت ت یکوانتوم دانیم هیدر نظر یلوبانسک-یپائول

نظریه ي میدان  نهیدر زم اسپین يبرا یبرچسب خوب یلوبانسک-ی، چرخش پائولسکون ذره است چارچوب

 است. کیکلاس

 

 

 

 

 

 



 

 ذرات چرخنده  8

 

حال کند.  یم فیذره را توص کیکه چرخش  میرا مشاهده کرده ا عبارتی کیکلاس دانیم هیما در نظر نیبنابرا

را  نیآن اسپ زهیکوانت کنشکه  میکنمینگاه  ذره اي کنشبه  یعنی، نگاه میکنیم ذره در حال چرخش کیکنش 

 .است ریسمانبعد  کی يو فشرده ساز یبوزون یسمانر کی کنش از ،کار نیا نجاما يراه برا کیکند.  یم یمعرف

 کنش ریسمان بوزونی 8.1

حال این کنش معادل کلاسیک آن کنش پلیکاو. گاتو و -کنش هاي استفاده شده در ریسمان بوزونی کنش نامبو

 :براي شروع از کنش یک ریسمان بوزونی استفاده میکنیم. ها را بررسی میکنیم

(8.1) 𝑆 = 𝑇𝐴 = 𝑡 න 𝑑𝐴 

 

 

 جهان، مساحت صفحه ي جهانی است که توسط ریسمان پوشیده میشود. المان سطح Aکشش و در آن  Tکه 

dA:را میتوان به صورت زیر نوشت ، 

(8.2) 𝑑𝐴 = 𝑑ଶ𝜉ඥ−𝛾 
 

 

 :در ریسمان است γ௠௡دترمینان ماتریس القایی  γکه در آن 

(8.3) γ = det(γ୫୬) 
γ୫୬ = 𝜕௠𝑋ఓ𝜕௡𝑋ఓ 

𝑚 , 𝑛 ∈ {1,2} , 𝜇 ∈ {0,1, … , 𝐷 − 1, 𝐷} 
 

 

𝜉 = (𝜏, 𝜎)  جهان ریسمان را پوشش میدهد که در آن پارامتري است که صفحه ي𝜎  فضاگونه و𝜏  زمان گونه

 [7] است.

(8.4) 𝑑ଶ𝜉 = 𝑑𝜎 𝑑𝜏 

𝑋ᇱ =
𝑑𝑋
𝑑𝜎    ,   𝑋̇ =

𝑑𝑋
𝑑𝑡  

 

 

 



 

,𝑋ఓ(𝜏تابع  𝜎)  .شکل صفحه ي جهانی را مشخض میکندD تعداد بعد هاي فضایی هست و𝑋(𝜏, 𝜎)  مختصات

 صفحه ي جهان است. 

(8.5) 𝑋(𝜏, 𝜎) = ൫𝑋଴(𝜏, 𝜎), 𝑋ଵ(𝜏, 𝜎), … , 𝑋஽ିଵ(𝜏, 𝜎), 𝑋஽(𝜏, 𝜎)൯ 
 

 

 به دست می آوریم: 8.2با استفاده از 

(8.6) 𝑆 = 𝑇 න 𝑑𝐴 = 𝑇 න 𝑑ଶ𝜉ඥ−𝛾 

 

 

از کنش پلیکاو که به طور کلاسیک معادل با  میتوان  گاتو گفته میشود. بعضی اوقات-نامبوبه این کنش، کنش 

 [8]  است هم استفاده کرد که به صورت زیر است:گاتو -نامبو

(8.7) 𝑆 =
𝑇
2 න 𝑑ଶ𝜉ඥ−𝑔𝑔௠௡ 𝛾௠௡ =

𝑇
2 න 𝑑ଶ𝜉ඥ−𝑔𝑔௠௡ 𝜕௠𝑋ఓ𝜕௡𝑋ఓ  

 

 

 :صفحه ي جهان استمتریک  𝑔௠௡که در آن 

(8.8) 𝑔 = det(𝑔௠௡) 
 

 

 طناوردا هستند و براي پارامتریزه کردن، از روابگاتو و هم کنش پلیکاو تحت تبدیلات پوانکاره -نامبو هم کنش

 [7]  زیر پیروي میکنند:

(8.9) 
ቐ

𝑋ఓ →  𝛬 ఔ
ఓ 𝑋 ఔ + 𝑎ఓ

𝑋ఓ →  𝑋ఓ + Ξ௔𝜕௔ 𝑋ఓ

𝑔௠௡ = 𝑔௠௡ + Ξ௔𝜕௔𝑔௠௡ + 𝜕௠Ξ௔𝑔௔௡ + 𝜕௡Ξ௔𝑔௠௔

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 کنش یک ذره ي صلب 8.2

است. پس حال اگر بخواهیم از کنش یک رشته ي بوزونی به کنش یک ذره  𝜏مختصات یک ذره فقط تابعی از 

 به صورت زیر تغییر میکند: 𝑋ఓي بوزونی برویم، 

(8.10) 𝑋ఓ(𝜏, 𝜎) → 𝑋ఓ(𝜏)   

 [8] ناوردا بودن پارامتریزه کردن، تبدیلات پیمانه اي را میتوانیم درست کنیم:با استفاده از 

(8.11) 𝑋஽ = 𝜎         𝜎 ∈ [0,2𝜋𝑅] 
 

 

 :که به ما دو جمله ي زیر را میدهد

(8.12) 
൝

𝑋ఓ(𝜏, 𝜎) = 𝑋ఓ(𝜏) + 𝑅𝜎𝑦ఓ(𝜏)

𝑔௠௡ = ቂ−1 0
0 𝑒ଶቃ → 𝑔௠௡ = ቂ−1 0

0 𝑒ିଶቃ  

 

 

,𝑋ఓ(𝜏و عبارت  ����، شعاع فشرده سازي گفته میشود. معادله ي پیمانه اي Rکه در آن به  𝜎) )8.12(  یک

 انتگرال میگریم. 𝜎حال بر روي فشرده میکند.  𝜎را با بعد   𝑋஽ریسمان با بعد 

صرف نظر  𝑅ଶو اگر از جمله هاي مرتبه ي بالاتر از  )���با استفاده از کنش پلی کاو براي یک رشته ي بوزونی (

 کنیم، کنش حاصل شده از ذره ي بوزونی برابر خواهد بود با:

(8.13) 
𝑆 = −𝜋𝑅𝑇 න

𝑑𝜏
𝑒 [𝑥̇ଶ + 𝑅ଶ(2𝜋𝑥̇𝑦̇ − 𝑒ଶ𝑦ଶ) − 𝑒ଶ] 

 

 

 [8] بع دست می آوریم: eو  yمعادلات براي میدان با استفاده از 

(8.14) 
𝑆 = 2𝜋𝑅𝑇 න 𝑑𝜏 ඥ𝑥̇ଶ ቈ1 −

𝜋ଶ𝑅ଶ

2𝑥̇ଶ ൬𝜕௧
𝑥̇

√𝑥̇ଶ
൰

ଶ

቉

= න 𝑑𝜏 ඥ𝑥̇ଶ ቈ2𝜋𝑅𝑇 +
𝜋ଷ𝑅ଷ𝑇

−𝑥̇ଶ ൬𝜕௧
𝑥̇

√𝑥̇ଶ
൰

ଶ

቉ 

 

 

 در حالت خاص توسط رابطه ي زیر داده میشود:، kانحناي خارجی، 

(8.15) 
𝑘 ≔  ඨ 1

−𝑥̇ଶ ൬𝜕௧
𝑥̇

√𝑥̇ଶ
൰

ଶ

 
 



 

 

 به صورت زیر: αو پارامتر  mبا تعریف جرم 

(8.16) ൜ 𝑚 = 2𝜋𝑅𝑇
α = (𝜋ଷ𝑅ଷ𝑇)ିଵ 

 

 

S  :به صورت زیر نوشته میشود 

(8.17) 𝑆 = න 𝑑𝜏 ඥ𝑥̇ଶ[𝑚 + αିଵ𝑘ଶ] 

 

 

 .  𝑘ଶاین کنش، کنش براي ذره ي صلب نوع دو است و متناسب است با 

 [8] ، کنش به دست آمده برابر خواهد شد با:���با استفاده از کنش 

(8.18) 
𝑆 = −𝜋𝑅𝑇 න 𝑑𝜏 ඥ𝑥̇ଶ  ቆ1 +

𝑅ଶ

2𝑥̇ଶ [𝑥̇ଶ𝑦ଶ + 2𝜋𝑥̇𝑦̇ − (𝑥̇𝑦̇)ଶ]ቇ

= −
1
2 න 𝑑𝜏 ඥ−𝑥̇ଶ ቆ2𝜋𝑅𝑇

+
𝜋ଷ𝑅ଷ𝑇

−𝑥̇ଶ ቈ
𝑥̇ଶ𝑦ଶ

𝜋ଶ +
2𝑥̇𝑦̇

𝜋 −
(𝑥̇𝑦̇)ଶ

𝜋ଶ ቉ቇ 

 

 

 : 8.16با استفاده از تعریف 

(8.19) 

൞

𝑥ఓ

√𝜋
→ 𝑥ఓ 

𝑦ఓ

√𝜋
→ 𝑦ఓ

 

 

 

 برابر میشود با: ����حال کنش 

(8.20) 𝑆 = −
1
2 න 𝑑𝜏 ඥ−𝑥̇ଶ ൬𝑚 +

1
−𝛼𝑥̇ଶ [𝑥̇ଶ𝑦ଶ + 2𝑥̇𝑦̇ − (𝑥̇𝑦̇)ଶ]൰ 

 

 

 [8] این کنش تحت تغییرات پیمانه اي زیر ناورداست:

(8.21) yஜ(τ) → yஜ(τ) + 𝑣(τ)𝑥̇ఓ(τ) 
 

 



 

به طور کلاسیم برابر کنش پلیکاو ) ���گاتو (-یک تابع دلخواه است. از آنجا که کنش نامبو 𝑣(τ)که در آن 

 ) است.����) به طور کلاسیک معادل (����) است، همانطور که کنش (���(

 توسط معادله ي زیر داده میشوند: yمعادله ي میدانی 

(8.22) 
𝑦ఓ =

𝑥̈ఓ

𝑥̇ଶ  →  𝑥̇𝑦 =
𝑥̇𝑥̈
𝑥̇ଶ  

 

 

است که در  یبخش 𝑥̇𝑦که  افتیتوان در ی)، م����آزاد ( یتیذره نسب کی يبا معادله حرکت برا نیا سهیبا مقا

𝑥̇𝑦ه ب قرار دادنبا شود.  یبه صفر همگرا م یتینسب ریحد غ →  y دانیبا استفاده از معادلات م yو حذف و  0
 کی يبرا یتینسب ریغ کنش) ����( کنش نیبنابراتبدیل میشود.  )����( به کنش) ����( کنش ،(8.22)

 [9] ذره صلب است. کی يبرا یتینسب کنش) ����( کنشکه  یذره صلب است، در حال

 

 

 دینامیک کلاسیک براي یک ذره ي صلب 8.3

با استفاده از را  𝑝ఓاست. حال مومنتوم )، کنش نسبیتی براي یک جسم صلب ����تا اینجا دیده ایم که کنش (

 ). ����پیدا کنیم (برخی از کنش هاي متقارن را وانیم مولد هاي می 𝑃ఓو  𝑝ఓبا استفاده از میکنیم.  اپیدکنش 

(8.23) 
𝑝ఓ =

𝑑𝐿
𝑑𝑥̇ఓ =

𝑚𝑥̇ఓ

2√−𝑥̇ଶ
−

1

2𝛼(−𝑥̇ଶ)
ଷ
ଶ

[𝑥̇ଶ𝑦ଶ𝑥̇ఓ − 2𝑥̇𝑦̇𝑥̇ఓ

+ 2𝑥̇ଶ𝑦̇ఓ + (𝑥̇𝑦)ଶ𝑥̇ఓ − 2(𝑥̇𝑦)𝑥̇ଶ𝑦ఓ] 

𝑃ఓ =
𝑑𝐿

𝑑𝑦̇ఓ =
𝑥̇ఓ

𝛼√−𝑥̇ଶ
 

 

 

 .تحت انتقال ناوردا هستند 𝑝ఓو  𝑃ఓمومنتوم 

(8.24) ൜
𝑥ఓ → 𝑥ఓ + 𝑎ఓ 
𝑦ఓ → 𝑦ఓ + 𝑎ఓ

 

 

 

 .تحت چرخش ناورداست 𝐽ఓاندازه حرکت زاویه اي 

(8.25) 
ቊ

𝑥ఓ → 𝑥జ + 𝛬ఓ
జ𝑥జ 

𝑦ఓ → 𝑦జ + 𝛬ఓ
జ𝑦జ

       𝛬ఓ
జ = −𝛬జ

ఓ  
 



 

 

 توسط معادله ي زیر تعریف میشود: Jஜ஝ کل اندازه حرکت زاویه اي

(8.26) Jஜ஝ ≔ 𝑀ஜ஝ + Sஜ஝ 
 

 

𝑀ஜ஝  تانسور اندازه حرکت وSஜ஝ [9] .تانسور اسپین است 

(8.27) 

൞
𝑀ஜ஝ = 𝑝[ஜ𝑥஝] =

1
2 ൫𝑝ఓ𝑥జ − 𝑝జ𝑥ఓ൯

𝑆ஜ஝ = 𝑃[ஜ𝑦஝] =
1
2 ൫𝑃ఓ𝑦జ − 𝑃జ𝑦ఓ൯

 

 

 

 

(8.28) 
൝

𝜙ଵ = 𝑃ଶ + 𝛼ିଶ = 0 

 𝜙ଶ = 𝑃𝑝 +
𝑚
2𝛼 − 𝑆ஜ஝𝑆ஜ஝ = 0 

 

 

𝜙ଵ ) هست و ����مولد تبدیلات پیمانه اي (𝜙ଶ ) مولد جهان خط���) مولد تقارن هایی ����) است و قید (

 از این ما میتوانیم به دست بیاوریم:) هستند. ����در کنش (

(8.29) {𝜙ଵ, 𝜙ଶ} = 0 
 

 

H  را میتوان به صورت ترکیب خطی𝜙ଵ  و𝜙ଶ :[9] نوشت 

(8.30) 𝐻 = 𝜈ଵ𝜙ଵ + 𝜈ଶ𝜙ଶ 
 

 

 برابر است با: 𝐽ஜ஝و  𝑆ஜ஝تحول زمانی 

(8.31) 

൞
𝑆̇ஜ஝ =

𝜕𝑆ஜ஝

𝜕𝑡 + ൛𝑆ஜ஝, 𝐻ൟ = ൛𝑆ஜ஝, 𝐻ൟ = 𝜈ଶ𝑃[ஜ𝑝஝] =
𝜈ଶ

2 ൫𝑃ఓ𝑝జ − 𝑃జ𝑝ఓ൯

𝐽ஜ̇஝ =
𝜕𝐽ஜ஝

𝜕𝑡 + ൛𝐽ஜ஝, 𝐻ൟ = ൛𝐽ஜ஝, 𝐻ൟ = 0
 

 

 

 صلب کوانتیزه کردن مومنتوم و اسپین یک جسم 8.4



 

یاز داریم که با بکدیکر جابه جا میشود. در اینجا ن 𝜙ଶو  𝜙ଵ)، به دو عملگر ����کنش (کوانتیزه کردن  براي

 در حالت کلاسیک دارند.  𝜙ଶو  𝜙ଵمولد هاي فرم مشابهی در مقایسه با  𝜙ଶو  𝜙ଵعملگر 

(8.32) 
ቊ

ൣ𝑥ఓ, 𝑝జ൧ = ൣ𝑦ఓ, 𝑃జ൧ = 𝑖𝑔ఓఔ

ൣ𝑥ఓ, 𝑦జ൧ = ൣ𝑥ఓ, 𝑃జ൧ = ൣ𝑦ఓ, 𝑝జ൧ = ൣ𝑝ఓ, 𝑃జ൧ = 0
 

 

 

 علاوه بر آن باید در روابط زیر صدق کنند:

(8.33) 
൝

𝜙ଵ𝛹 ≡ [𝑃ଶ + 𝛼ିଶ]𝛹 = 0

𝜙ଶ𝛹 ≡ ቂ𝑃𝑝 +
𝑚
2𝛼 + 𝑆ஜ஝𝑆ஜ஝ቃ 𝛹 = 0

 

 

 

 ه این نتیجه میرسیم:یدهد. با استفاده از روابط بالا بحالت فیزیکی را نشان م 𝛹که در آن 

(8.34) [𝜙ଵ, 𝜙ଶ]𝛹 = 0  

 

 ) به دست می آوریم.����) و (����() با دو معادله ي ����) و (����با مقایسه ي (

 [9] لابونسکی توسط رابطه ي زیر داده میشود:-لیتانسور پائو

(8.35) 𝑊ఓఘఙ =
1

ඥ−𝑝ଶ
𝑝[ஜ𝐽஡஢] =

1
ඥ−𝑝ଶ

𝑝[ஜ𝑆஡஢] =
1

2ඥ−𝑝ଶ
(𝑝ஜ𝑆஡஢ − 𝑝஢𝑆஡ஜ) 

 

 

هر دو کمیت  لابونسکی-پائولیاسپین میبینیم که ممنتوم و تانسور  استفاده از معادله ي حرکت هایزنبرگبا 

 د.هایی پایسته هستن

(8.36) 
ቊ

ൣ𝑝ఓ, 𝐻൧ = 0     → 𝑝ఓ̇ = 0 
ൣ𝑊ఓఘఙ, 𝐻൧ = 0 → 𝑊ఓఘఙ = 0̇  

 

 

 

ویژه مقدار  𝑊ଶیک تقارن هست حتی در حالت کوانتیزه علاوه بر آن، عملگر کازیمیر  بنابراین گروه پوانکاره

,𝛹(𝑥دارد اگر تابع موج هاي حقیقی  𝑦) = 𝛹 .تک مقدار باشد 

 )، اگر کوانتیزه شود، کنش یک ذره ي در حال چرخش خواهد شد. ����کنش (این نشان میدهد که 

 



 

 نتیجه گیري 9

تحت  ياذره نقطه کی يبرا S کنشکه  مینشان داد ،یکیزیف يهاستمیها در ستقارن تینشان دادن اهم يبرا

ذره  کی يبرا یتینسب ریغ کنشکه  میما ثابت کرد ،یعنیاست.  ناورداآن  یتینسب ریگروه پوانکاره و نسخه غ

 ثابت است.  لهیگال لیتحت تبد ينقطه ا

 tୟو  tୠدو زمان،  نی، بds ،یتیکه به عنوان فاصله نسب يذره نقطه ا کی را با استفاده از کنش یتینسب کنش

 یتینسب ریهمان عمل غ یتیکنش نسب نیا یتینسب ریحد غ نکهیا فرض. با می آید به دستشود،  یم فیتعر

 :توسط يذره نقطه ا کی يبرا یتیکه کنش نسب میافتیباشد، در يذره نقطه ا کی يبرا

(9.1) 
𝑆 = −𝑚 න ඥ𝑥̇ଶ𝑑𝑡

௧್

௧ೌ

 

 

 

توان  ی) م���( یتینسب کنشمعادلات حرکت مرتبط با  نییکه با در نظر گرفتن حد سرعت پا میدانست یم ما

استفاده از این روش به بدون  کار را نیحال، ا نیبدست آورد. با ا یتینسب ریعمل غ يمعادلات حرکت را برا

 ریمعادلات حرکت کنش غ ه) ب���( کنشمعادلات حرکت مرتبط با  نکهیا هیمنشان د تا بتوانیم دست آوردیم

 . تبدیل میشوند یتینسب

و با  داردوجود  بقادار تیکم کی یهر تقارن ریدارد. در ز یکیزیف يها ستمیدر تقارن س ینوتر نقش مهم هیقض

عبارتند از: تکانه،  پایسته يها تیاز کم ییکرد. نمونه ها دایها را پ تیکم نیتوان ا ینوتر م هیاستفاده از قض

 .شود یحفظ م دوران تکه تح مینگاه کن یتیاز کم یمثالحال . یکیو بار الکتر يانرژ

 

 ست:ناوردا امnهاي کوچک حول محور  تحت دوارن  L: لاگرانژین �مثال 

(9.2) 𝑟̅ →  𝛿𝜃𝑛ො × 𝑟̅ 
 

 

را   jاست. با استفاده از قضیه ي نوتر، میتوانیم کمیت پایسته ي  یک زواویه ي ثابت و کوچک 𝛿𝜃که در اینجا 

 به دست بیاوریم:

(9.3) 𝑗 = (𝑛ො × 𝑟̅). 𝛻௤ത𝐿 = 𝑛ො. (𝑝̅ × 𝑟̅) = 𝑛ො. 𝐿ത 
 

 

 ام ناورداست.nپس تحت دوارن هاي کوچک حول محور اندازه حرکت زاویه اي است.  𝐿തکه در آن 



 

به دست  . مامیمطالعه کن دانیم هینوتر را در نظر هیتا قض میگذر کرد دانیم هیبه نظر کیکلاس هیما از نظر

در  لیتبد کی، تحت L ،يلاگرانژ یکه چگال پایسته هستند ی، در صورتQو بار نوتر،  jஜ ،نوتر انیکه جر آوردیم

 .باشدتقارن م 𝜙 دانی، و م 𝑥ஜچهار بردار، 

(9.4) 
jஜ =

𝜕ℒ
𝜕(𝜕ஜ𝜙௞) 𝜂௞ − 𝑇ఓఔ𝜉ఔ 

𝑄 = න 𝑑ଷ𝑥̅𝑗଴ 

 

 

𝑇ఓఔاست،  يانرژ-تانسور تنش𝜂௞ ها،  دانیدر م لیتبد يکوچک برا تینهایب يمولدها𝜙 ، و𝜉ஜ تینها یمولد ب 

لورنتس  لیتحت تبد يلاگرانژ یچگال ناوردایی يرا برا jஜنوتر،  انیجر . مااست xஜبردار، -چهار يکوچک برا

که به  میدیرس 𝒥ஜ,ఔఘ شده، ان نوتر اصلاحیجر کیبه  ت،یاهمیب يهااز ثابت ی. پس از حذف برخمیمطالعه کرد

 به عنوان بار دانیم يتئور، در  jఔఘکل يا هی. تانسور تکانه زاوشودیم فیکل تعر ياهیتکانه زاو یعنوان چگال

 لیساخته شد که تحت تبد يکل به گونه ا يا هیتکانه زاو گر،یشده بود. به عبارت د فیتعر 𝒥ஜ,ఔఘ يبرانوتر

 يهالیتحت تمام تبد نیو بنابرا ستین ناوردا انتقال تحتکه  یمحال، نشان داد نیباشد. با ا بتلورنتس ثا يها

 :شد ی، معرفWµ ،یلوبانسک-یپائول نیبردار اسپ . پس از آن،ستینناوردا پوانکاره 

(9.5) Wµ ≔
1
2 𝜖ఓఔఘఙ𝐽ఔఘ𝑃ఙ 

 

 

در گروه  یلوبانسک یپاول نینشان داده شد که اسپنماد لوي سیویتاست.  𝜖ఓఔఘఙمومنتوم هست و  𝑃ఙکه در آن 

است. چارچوب سکون یک ذره در کل  يا هیمتناسب با تکانه زاو یلوبانسک-یپائول نیاست و اسپ ناورداپوانکاره 

 دانیم هیدر نظر جرم دارذره  کی يبرا یلوبانسک-یپائول نیاسپ ي، براWଶ، کازیمیرکه عملگر  میافتیما در

 )یاست (اعداد کوانتوم ریز ژهیر ویمقاد يدارا یکوانتوم

(9.6) Wଶ𝛹 = 𝑚ଶ𝑠(𝑠 + 1)𝛹 
 

 

𝛹 دهد و  یرا نشان م یکیزیف هاي حالتs کازیمرکه عملگر  ییاست. از آنجا ینیاسپ یعدد کوانتوم ،Wଶ ،

 ییو از آنجا کند،یم فیتوص یکوانتوم دانیم هیرا در نظر جرم دارذره  کی نیاسپ ،یلوبانسک-یپائول نیاسپ يبرا

�( یلوبانسک نیاسپ -یپائول میخواهیذره متناسب است، ما م کی چارچوب سکونکل  ياهیکه با تکانه زاو�� (

 .کند فیتوص را کیکلاس دانیم هیدر نظر میذره عظ کی نیاسپ



 

 کازیمیر يحال، عملگرها نی. با امیمطالعه کرده ا یلوبانسک-یپائول نیبردار اسپ يرا برا کازیمیرعملگر ادامه، در 

 کازیمیر می پردازیم. يعملگرها به دو مثال مهم ازحال دارند.  کیزیدر ف يادیز تیاهم یبه طور کل

𝑃௜،  کازیمیر يعملگرها. �مثال  
ଶتکانه،  ي، برا𝑝௜ ذره ،i شود، به  یاستفاده م یکوانتوم دانیم هیاغلب در نظر

𝛴௡𝑝௡که تکانه کل،  ییکند. از آنجا یرا محاسبه م ندیفرآ کی یکه دامنه پراکندگ یعنوان مثال. زمان
ఓستمی، س 

𝑃௜،  کازیمیراست، عملگر  پایسته
ଶتکانه،  ي، براPi ،براي یک ذره ي جرم دار داریم: نیحفظ خواهد شد. بنابرا 

(9.7) 
𝑃௜

ଶ = 𝑃௜
ఓ𝑃௜ఓ = −𝐸௜

ଶ + 0 = − ቆට𝑚௜
ଶ + 0ቇ

ଶ

= −𝑚௜
ଶ 

 

 

با 𝐿ത و 𝐿തଶشود. یاستفاده م يمدار يا هیتکانه زاو ي، برا𝐿തଶ، کازیمیرعملگر کوانتوم اغلب از  کیزی. در ف� مثال

 جابه جا میشوند.  𝐿ത همه ي مولفه هاي و

(9.8) 𝐿തଶ𝛹 = 𝑙(𝑙 + 1)𝛹 →  𝐿ത𝛹 = ඥ𝑙(𝑙 + 1)𝛹 
 

 

 است.  يمدار يا هیحرکت زاوبراي  یعدد کوانتوم lدهد و  یرا نشان م یکیزیف  حالت 𝛹 نجایادر 

زه یپارامترناوردا بودن تحت گرفت. با استفاده از  نظردر  کیکلاس یرشته بوزون کی يبرا کنشیسپس، آن را 

ه دست ب یذره صلب بوزون کی يبرا کنشی درنهایت. دست آوردیمرا به ثابت  پیمانه ي کی ،کردن دوباره

 آوردیم:

(9.9) 𝑆 = −
1
2 න 𝑑𝜏 ඥ−𝑥̇ଶ ൬𝑚 +

1
−𝛼𝑥̇ଶ [𝑥̇ଶ𝑦ଶ + 2𝑥̇𝑦̇ − (𝑥̇𝑦̇)ଶ]൰ 

 

 

است چون در حد سرعت هاي پایین به کنش زیر تبدیل  در ادامه به دست آوردیم کنش یک ذره ي نسبیتی

 میشود:

(9.10) 𝑆 = න 𝑑𝜏 ඥ−𝑥̇ଶ (𝑚 + 𝛼ିଵ𝑘ଶ)  

 

�( کنش شده زهیاست. مشاهده شد که نسخه کوانت یرونیب يانحنا k نجایدر ا��ذره در حال  کی کنش ،)

�( کنشنکته مهم است که  نیا يادآوریچرخش است. �� کند. یم فیرا توص حیصح نی) فقط ذرات با اسپ

�( کنشکه  ییاز آنجا ��ذرات در  يبرا کنشی اگر بخواهیمکند،  یم فیرا توص حیصح نی) فقط ذرات با اسپ

انجام داد، که بسط گروه پوانکاره  (SUSY) مطالعه ابرتقارن م بایدیکن دایپ حیصح مین نیبا اسپ حال چرخش



 

�و عمل ( کردرا مطالعه  SUSYتوان  یم ندهیآ در نیاست. بنابرا��ذره  کی يبرا ی) را ابر متقارن کرد تا عمل

، μ ،یونیمختصات فرم کی یکار با معرف نیبدست آورد. در اصل ا حیصح مهین نیدر حال چرخش صاف با اسپ

 :که يشود به طور یانجام مخط در جهان 

(9.11) 𝑆 = න 𝑑𝜏𝐿(𝜏) →  𝑆 = න 𝑑𝜏𝑑𝜃𝐿(𝜏, 𝜃) 

 

 

عملگر هاي با تقارن بود. ما  کیکلاس کیزیدر ف نیاسپ بررسیدرك تقارن ها و سپس  تحقیق نیا یهدف اصل

 حتی حالتپوانکاره و  ت گروهلایتبد تحت ياذره نقطه کی يبرا کنش نکهیبا اثبات ارا بررسی کردیم تقارن م

تقارن معمل  کیتحت  بقادار يها تیبه کم نوتر هیما با مطالعه قض ن،یآن ثابت است. علاوه بر ا یتینسب ریغ

تا  میکرد یکه آن را کم م،یاستفاده کرد یلوبانسک-یپائول نیبردار اسپ فیتوص ينوتر برا هی. ما از قضمینگاه کرد

حرکت  دیخواهیندارد، اما اگر م یواقع کیکلاس يمعنا نیکند. اسپ یم فیذره را توص کی نیکه اسپ مینیبب

 یعمل ایآ تی. در نهادیکن یمعرف کیکلاس هیرا در نظر نیاسپ دیپوانکاره ثابت باشد، با لیکل تحت تبد ياهیوزا

ذره در حال چرخش  کی فیتوص ي. برامیکرد دایپ حیعدد صح نیذره در حال چرخش صاف با اسپ کی يبرا

ذره در حال چرخش صاف  کی يارا که بر یرا مطالعه کرد و عمل SUSYتوان  یم حیصح مهیصاف با چرخش ن

مطالعه  تواندیم ندهیکار آ يبرا یهدف اصل ن،یفوق متقارن کرد. بنابرا میافتی حیعدد صح میبا چرخش ن

SUSY ابرتقارن کردن عمل ( در نهایت گسترش آن به گروه پوانکره باشد، و سپس یچگونگ دنیو د���.( 
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2ẋÆ

2
p
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ẍÆ
p
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ẋµ ẋµ
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(ẋµẋµ)3/2

= 0
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2ºRẋ2 +4º2R3ẋ ẏ +R2

µ
8
3
º3R3 y2 °2ºRe2 y2

∂
°2ºRe2

∂
=

=°ºRT
dø
e

µ
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d ẋµ

p
°x2 ° d

d ẋµ
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°ẋµ° ẋµ
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°ẋ2

3

5=

=
mẋµ
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°ẋ2ẋµ
Æ(°ẋ2)
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